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3Kapitel 1
Einleitung
Ferroelektrische Materialien weisen ein thermisch, elektrisch und mechanisch gekoppel-
tes Verhalten auf, das zusa¨tzlich hysteresebehaftet ist. Die Temperatur, ein von außen
angelegtes elektrisches Feld und eine mechanische Belastung bestimmen den Zustand
eines Ferroelektrikums, der durch seine Polarisation und seine La¨nge charakterisiert
ist. Am weitesten verbreitet sind die ferroelektrischen Stoffe PZT (Blei-Zirkonium-
Titanat) und BaTiO3 (Bariumtitanat), die u.a. auch als Basis fu¨r weitere ferroelektri-
sche Materialien verwendet werden. Diese finden heutzutage breite Anwendung in Ak-
toren und Sensoren in den verschiedensten Bereichen. Beispielsweise wird mit solchen
Aktoren die Meßspitze eines Rasterelektronenmikroskops ra¨umlich positioniert, sie fun-
gieren als Ultraschallgeber in Echoloten oder in Diagnosegera¨ten zur Materialpru¨fung.
Ferner werden Kra¨fte und Beschleunigungen gemessen und selbst in allta¨glichen An-
wendungen wie Feuerzeugen oder Plattenspielern finden Ferroelektrika Verwendung.
Oft wird in Beschreibungen fu¨r solche Anwendungen die Bezeichnung ferroelektrisch
nicht verwendet, vielmehr spricht man von piezoelektrischen Aktoren und Sensoren,
da der lineare piezoelektrische Effekt genutzt wird, der eine Eigenschaft der Ferroelek-
trika darstellt. Hierbei erreicht man eine simultane lineare A¨nderung der La¨nge und
der Polarisation des Materials beim Anlegen eines a¨ußeren elektrischen Feldes und/oder
einer mechanischen Belastung.
Das nichtlineare hysteretische Verhalten von ferroelektrischen Stoffen wird durch
einen Umpolungsvorgang verursacht, der bei genu¨gend hohen Belastungen einsetzt. Da-
bei ist es mo¨glich die Polarisation des Stoffes dauerhaft umzukehren. Zusa¨tzlich wird
der Vorgang durch eine vergleichsweise große La¨ngena¨nderung begleitet. Die erreich-
baren Dehnungen durch den piezoelektrischen Effekt liegen in der Gro¨ßenordnung von
0, 1%, wa¨hrend der Umpolungsprozeß Dehnungen bis zu 0, 9% liefern kann [39], einige
neuere Einkristalle sind in der Lage ca. 1, 7 aufzuweisen [12]. Die Fa¨higkeit zur Um-
kehr der Polarisation wird in sog. NVFRAM (non-volatile ferroelectric random-access
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memory) Speicherchips [13] angewendet, um Daten ohne permanente Spannungsver-
sorgung speichern zu ko¨nnen. Die gro¨ßere La¨ngena¨nderung wa¨hrend der Umpolung
ero¨ffnet die Mo¨glichkeit die Aktoreigenschaften besser auszunutzen [5]. Die Mechanis-
men fu¨r den piezoelektrischen Effekt und den Umpolungsvorgang werden im na¨chsten
Abschnitt detaillierter ero¨rtert.
Motiviert durch die Modellierung von Formgeda¨chtnislegierungen in [36], die ein
a¨hnliches hysteresebehaftetes thermo-mechanisches Verhalten zeigen, wird in dieser
Arbeit ein eindimensionales Ersatzmodell vorgestellt, welches das komplexe Verhal-
ten von ferroelektrischen Stoffen qualitativ simulieren kann. Insbesondere ko¨nnen alle
a¨ußeren Lasten, gegeben durch die Temperatur, das elektrische Feld und der mechani-
schen Belastung, simultan als Funktionen der Zeit implementiert werden. Als Ergebnis
wird die Polarisation und die La¨nge der ferroelektrischen Probe als Funktion der Zeit
ausgegeben.
In Kapitel 2 wird die Eigenschaften von Elementarzellen in einem ferroelektrischen
Material beschrieben, wobei wir uns, ohne Einschra¨nkung der Allgemeinheit, auf das
Ferroelektrikum BaTiO3 konzentrieren. Mittels der Eigenschaften beschreiben wir an-
schließend die Entstehung von Hysteresen und besprechen den Mechanismus fu¨r den
ferroelektrischen Umpolungsprozeß.
Das Kapitel 3 gibt eine Auswahl von Modellen fu¨r Ferroelektrika in der Litera-
tur wieder. Wir gehen dabei nicht ins Detail, sondern geben die grundsa¨tzliche Idee
und die Fa¨higkeiten der Modelle an, insbesondere interessieren in diesem Zusam-
menhang die modellierbaren Belastungsfa¨lle. Zum gro¨ßten Teil handelt es sich um
pha¨nomenologische Beschreibungen.
In Kapitel 4 beschreiben wir unser eindimensionales Ersatzmodell, indem wir die
Eigenschaften der Elementarzellen durch Angabe einer physikalisch motivierten poten-
tiellen Energie darstellen und den Umpolungsvorgang als U¨berwindung von Energie-
barrieren durch thermische Aktivierung modellieren.
Das Kapitel 5 demonstriert die Fa¨higkeiten des Modells. Wir berechnen dazu quali-
tative Hysteresen unter simultaner elektro-mechanischer Belastung fu¨r den isothermen
Fall.
Wir erweitern die eindimensionale Betrachtung und beschreiben in Kapitel 6 eine
zweiachsige Belastung. Die Gleichungen fu¨r die Berechnung des Deformationsgradien-
ten und der Polarisation werden dabei zuna¨chst allgemein fu¨r einen ferroelektrischen
Polykristall angegeben. Wir erhalten zwei neue Effekte in der zweidimensionalen Er-
weiterung, diese werden anhand von berechneten Hysteresen unter einer zweiachsigen
Belastung demonstriert.
Da wir in allen Rechnungen in Kapitel 5 und 6 isotherme Fa¨lle behandelt haben,
5geben wir in Kapitel 7 die Differentialgleichung zur Bestimmung der Temperatur aus
der Bilanz der inneren Energie an. Die Temperatur wird durch die Leistung der laten-
ten Wa¨rmen wa¨hrend des Umpolungsvorgangs beeinflußt und vera¨ndert dadurch die
berechneten Hysteresen.
In Kapitel 8 werden einige experimentell ermittelte Hysteresen aus der Literatur
dargestellt, um einen qualitativen Vergleich mit den in den vorangegangenen Kapiteln
berechneten Hysteresen zu ermo¨glichen.
Abschließend geben wir die Vorgehensweise zur Lo¨sung der Differentialgleichungs-
systeme aus Kapitel 4 und 6 im Anhang A wieder.
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Kapitel 2
Pha¨nomenologie von Ferroelektrika
2.1 Eigenschaften der Elementarzellen
Um die Effekte, die fu¨r das ferroelektrische Verhalten verantwortlich sind, zu verstehen,
ist es no¨tig einen genaueren Blick in das Material zu werfen. Maßgeblich sind dabei
die Eigenschaften der Elementarzellen und deren Antwort auf a¨ußere Belastungen.
In dieser Arbeit beschra¨nken wir uns auf BaTiO3, da hier die Elementarzellen eine
einfache Struktur haben; die nachfolgenden U¨berlegungen gelten aber grundsa¨tzlich fu¨r
alle ferroelektrischen Materialen, auch wenn die Elementarzellen dann andere Formen
haben ko¨nnen.
Abbildung 2.1: Elementarzellen in BaTiO3
BaTiO3 besitzt oberhalb der sog. Curie-Temperatur TC (ca. 120
◦C) eine kubische
Struktur (Abb. 2.1 a). In dieser Phase verha¨lt sich das Material wie ein gewo¨hnliches
Dielektrikum, d.h. im unbelasteten Zustand fallen das negative und das positive La-
dungszentrum zusammen und die Elementarzellen weisen daher ohne ein a¨ußeres elek-
trisches Feld keine Polarisation auf. Unterschreitet man die Curie-Temperatur TC so
erfolgt ein Phasenu¨bergang von kubischen zu tetragonalen Zellen (Abb. 2.1 b). Bei die-
sem U¨bergang verschieben sich die Barium, Titan und Sauerstoff Atome derart, daß die
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Lage der Ladungsschwerpunkte unterschiedlich ist und damit weisen die tetragonalen
Elementarzellen ohne a¨ußere Belastung eine spontane Polarisation ps auf. Die Verschie-
bung der Atome fu¨hrt gleichzeitig zu einer spontanen La¨ngena¨nderung (ls − l0) > 0 in
vertikaler Richtung; die la¨ngere Achse wird in der Literatur auch als c−Achse bezeich-
net. Bei weiterer Temperaturabsenkung unter ca. 5◦C wandelt die tetragonale Phase
in eine orthorombische Variante um und ab ca. −90◦C beobachtet man eine rhomboe-
drische Struktur [5], dabei werden diese U¨berga¨nge von einer A¨nderung von ps und ls
begleitet, sowohl in ihren Betra¨gen als auch in ihren Richtungen. Wir betrachten hier
nur die tetragonale Phase.
Abbildung 2.2: Die tetragonalen Elementarzellen haben sechs mo¨gliche
Orientierungen.
Eine kubische Elementarzelle hat bei der Transformation in eine tetragonale Kon-
figuration sechs mo¨gliche Orientierungen (Abb. 2.2), die sich in der Ausrichtung der
Polarisation und der La¨ngsachse unterscheiden. Zwei Orientierungen zeichnen sich da-
durch aus, daß ihre Polarisation nach oben (up-Zelle) bzw. nach unten (down-Zelle)
weisen und die La¨ngsachsen vertikal ausgerichtet sind. up- und down-Zellen haben da-
bei die La¨nge ls. Bei den restlichen vier Orientierungsmo¨glichkeiten (flat-Zellen) zeigen
die Polarisation und die La¨ngsachse in horizontale Richtung, dabei betra¨gt die vertikale
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La¨nge der Zellen lf < ls. Diese Orientierungen unterscheiden sich in der Richtung der
Polarisation, wobei sie bezu¨glich der Papierebene nach links, nach rechts, in und aus
der Ebene weisen. Damit lauten die Beitra¨ge der Zellen bezu¨glich der Polarisation und
der La¨nge in vertikaler Richtung:
Polarisation La¨nge
up ps ls
flat 0 lf
down −ps ls
, mit ls > lf
Diese Beitra¨ge ko¨nnen durch ein a¨ußeres elektrisches Feld und/oder eine mechanische
Belastung vera¨ndert werden und fu¨hren zu dem komplexen Verhalten von ferroelek-
trischen Materialien. Ein genu¨gend starkes elektrisches Feld ist in der Lage die Rich-
tung der Polarisation zu a¨ndern, indem z.B. Zellen vom up-Typ in die down-Variante
u¨berfu¨hrt werden ko¨nnen. Dies geschieht allerdings nicht dadurch, daß das Ti-Atom
(Abb. 2.1b) durch das Zentrum der Zelle gedru¨ckt wird, sondern eine up-Zelle pas-
siert wa¨hrend der Umpolung zuna¨chst den flat-Zustand, um anschließend den down-
Zustand anzunehmen. Das gleiche gilt fu¨r den U¨bergang down→ up. Jede Zelle tra¨gt
mit ihrer Polarisation p und ihrer La¨nge l zur gesamten Polarisation P und zur ge-
samten La¨nge L eines ferroelektrischen Ko¨rpers bei. Da der flat-Zustand eine kleinere
La¨nge lf < ls beitra¨gt, wird der Umpolungsprozeß durch eine gleichzeitige Verku¨rzung
des Materials begleitet. Dies ist deutlich in den resultierenden Hysteresen zu sehen (→
Abschnitt 2.2).
Die verschiedenen Orientierungen treten nicht beliebig auf, sondern sind in Doma¨nen
angeordnet, wobei jede Doma¨ne aus Zellen einer einzigen Orientierung besteht.
Auf der linken Seite von Abb. 2.3 ist eine Aufnahme eines du¨nnen rechteckigen
BaTiO3-Einkristalls (aus [27] entnommen) dargestellt. Der Kristall ist lichtdurchla¨ssig
und wird von unten mit polarisiertem Licht durchleuchtet. Die unterschiedlichen Po-
larisationsrichtungen der Doma¨nen fu¨hren dazu, daß man diese aufgrund von Hel-
ligkeitsunterschieden optisch voneinander unterscheiden kann. Die rechte Seite von
Abb. 2.3 zeigt eine schematische Darstellung eines Einkristalls. Die Doma¨nen sind
durch Doma¨nenwa¨nde voneinander getrennt. Diese Wa¨nde sind Grenzschichten mit ei-
ner Dicke von wenigen Elementarzellen, in denen durch A¨nderung der Polarisation
bzw. der Polarisationsrichtung der U¨bergang zwischen zwei homogenen Doma¨nen
realisiert wird. Man unterscheidet inBaTiO3 zwischen zwei Arten von Doma¨nenwa¨nden.
90◦-Wa¨nde trennen Doma¨nen deren Polarisationsrichtung um 90◦ gedreht ist, dies ent-
spricht der Nachbarschaft von up- bzw. down- und flat-Orientierungen. 180◦-Wa¨nde
liegen zwischen zwei Doma¨nen deren Polarisationsrichtungen entgegensetzt parallel ge-
richtet sind, dies gilt z.B. fu¨r links und rechts orientierte flat-Zusta¨nde.
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Abbildung 2.3: Doma¨nenstruktur eines BaTi03-Einkristalls
(links: optische Aufnahme aus [27], rechts: schematische Darstellung).
Der Mechanismus fu¨r den Umpolungsprozeß im Kristall liegt in der Beweglich-
keit der Doma¨nenwa¨nde begru¨ndet. Sie bewegen sich, z.B. aufgrund eines ausreichend
großen a¨ußeren elektrischen Feldes derart, daß die bezu¨glich der Richtung des Fel-
des gu¨nstig orientierten Doma¨nen auf Kosten der ungu¨nstig ausgerichteten Doma¨nen
wachsen. Ausreichend groß bedeutet, daß das elektrische Feld betragsma¨ßig eine kri-
tische Gro¨ße u¨berschreiten muss, um die Doma¨nenwa¨nde zu bewegen, diese Gro¨ße
wird als Koerzitivfeldsta¨rke Ec bezeichnet. Der Umpolungsprozeß ist beendet, wenn
alle ungu¨nstigen Doma¨nen verschwunden sind und der Einkristall selbst eine einzige
Doma¨ne darstellt.
Abbildung 2.4: Zur Entstehung des direkten und indirekten piezoelektrischen Effekts
bei Anlegen eines elektrischen Feldes E bzw. einer mechanischen Last F .
Der piezoelektrische Effekt bezieht sich auf die lineare A¨nderung des Betrags der
Polarisation und der La¨nge durch a¨ußere Lasten ohne Richtungsa¨nderung. In Abb. 2.4
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ist in der Mitte die lastfreie up-Konfiguration dargestellt, sie entspricht Abb. 2.1b. Ein
nach oben gerichtetes elektrisches Feld (E > 0, Abb. 2.4 rechts) vergro¨ßert den Ab-
stand zwischen den Ladungsschwerpunkten und erho¨ht damit die Polarisation p > ps.
Dies beeinflusst gleichzeitig die Lage der Atome, was zu einer Verla¨ngerung der Zelle
l > ls fu¨hrt. Wird eine Zuglast (F > 0) angelegt, bewirkt dies prima¨r eine Streckung
der Zelle, allerdings hat dies simultan eine Trennung der Ladungsschwerpunkte und
damit eine Erho¨hung der Polarisation zur Folge. Entsprechend erha¨lt man eine gleich-
zeitige Stauchung und eine betragsma¨ßige Reduzierung der Polarisation beim Anlegen
eines nach unten gerichteten elektrischen Feldes oder einer Drucklast (Abb. 2.4 links).
Wir haben also ein elektromechanisch gekoppeltes Verhalten vorliegen, da La¨nge und
Polarisation simultan vera¨ndert werden, auch wenn nur ein elektrisches Feld oder nur
eine mechanische Last allein vorliegt.
Die Polarisationsa¨nderung aufgrund einer Kraft wird als (direkter) piezoelektrischer
Effekt bezeichnet und findet in Applikationen von Ferroelektrika als Sensoren Anwen-
dung. Der indirekte piezoelektrische Effekt kennzeichnet die La¨ngena¨nderung durch ein
elektrisches Feld und wird in Aktoren aus ferroelektrischen Materialien benutzt.
2.2 Entstehung von Hysteresen
Um die Entstehung von Hysteresen zu beleuchten, betrachten wir zuna¨chst einen Ein-
kristall (wie in Abb. 2.3 dargestellt) bei einer konstanten Temperatur und ohne me-
chanische Belastung. Es wird nur ein zyklisches elektrisches Feld angelegt, das stark
genug ist, den Umpolungsprozeß zu gewa¨hrleisten. Die Hysteresen werden schematisiert
dargestellt, damit die auftretenden Effekte genauer gezeigt werden ko¨nnen.
Abb. 2.5a zeigt die Polarisationshysterese, die sich aus dem Auftragen der Pola-
risation P des Einkristalls u¨ber dem angelegten elektrischen Feld E ergibt. Bei der
Schmetterlingshysterese wird die vertikale La¨nge L der Probe in Abha¨ngigkeit des elek-
trischen Feldes geplottet und ist in Abb. 2.5b dargestellt. Die Polarisation P ergibt
sich aus der Summe u¨ber alle Polarisationen p der Elementarzellen und die La¨nge L
setzt sich aus den Beitra¨gen der La¨ngen l der Zellen zusammen. Wir nehmen ohne
Beschra¨nkung der Allgemeinheit an, daß keine der mo¨glichen Orientierungen des flat-
Zustands bevorzugt ist. Damit treten die verschiednene flat-Orientierungen jederzeit
zu gleichen Anteilen im Kristall auf, und da sie in horizontaler Richtung betragsma¨ßig
gleich große Polarisationen beitragen, verschwindet stets die horizontale Komponente
der gesamten Polarisation P .
Im folgenden bezeichnen die Buchstaben O,A′, A,B,C,C ′ und D charakteristische
Zusta¨nde des Einkristalls in den beiden Hysteresen und entsprechen den Bezeichnun-
2.2 Entstehung von Hysteresen 11
Abbildung 2.5: Schematische Darstellung der Polarisations- (links)
und der Schmetterlingshysterese (rechts).
gen in Abb. 2.5. Wir starten im Punkt O mit einer Doma¨nenstruktur, bei der die up-,
down- und flat-Zellen gleichverteilt vorliegen. Damit betra¨gt die Polarisation P = 0
und die Probe hat eine Anfangsla¨nge L = L0. Beim Anlegen eines elektrischen Feldes
0 < E < Ec wird gema¨ß des piezoelektrischen Effekts der Betrag der Polarisation der
up-Zellen vergro¨ßert und der der down-Zellen verkleinert, daraus resultiert ein linearer
Anstieg der Polarisation P der Probe (gestrichelte Linie O → A′ in Abb. 2.5 a). Da wir
unterhalb der Koerzitivfeldsta¨rke Ec bleiben, ab der der Umpolungsvorgang beginnt,
ist der Anstieg der Polarisation reversibel, d.h. bei Verringerung des elektrischen Feldes
kehren wir in den Ursprung O zuru¨ck. Simultan werden durch das elektrische Feld die
up-Zellen gestreckt und die down-Zellen gestaucht, wobei der Effekt auf beide Zellty-
pen betragsma¨ßig gleich groß ist. Die La¨nge L bleibt daher entlang O → A′ in Abb.
2.5 b konstant. Wird Ec u¨berschritten wandeln die down-Zellen u¨ber den flat-Zustand
in up-Zellen um. Dabei kommt es aufgrund von zwei Effekten zu Lngenzunahme der
Probe. Erstens bewirkt das Umklappen der flat-Zellen in die up-Variante einen star-
ken Anstieg der La¨nge, zweitens werden die nun gu¨nstig orientierten Zellen durch das
elektrische Feld zusa¨tzlich gestreckt, dies geschieht entlang A′ → B. Die Polarisation
nimmt simultan ebenfalls stark zu, da die urspru¨nglich abschwa¨chend wirkenden down-
Zellen beim Umpolen einen durch das elektrische Feld zusa¨tzlich versta¨rkten positiven
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Beitrag liefern. Im Zustand B ist der Umpolungsvorgang abgeschlossen und die Probe
besteht aus einer einzigen up-Doma¨ne, die bei einer weiteren Erho¨hung des elektrischen
Feldes weiter linear verla¨ngert und deren Polarisation vergro¨ßert wird.
Anschließend wird das elektrische Feld auf E = 0 zuru¨ckgenommen. Man beob-
achtet eine remanente Polarisation PR > 0 und eine remanente La¨nge LR > L0, dies
ist eine Konsequenz des Verbleibens der Zellen in dem up-Zustand. Die Polarisation
und die La¨nge nehmen aufgrund des piezoelektrischen Effekts lediglich linear ab. Da-
mit die Umpolung in umgekehrte Richtung stattfinden kann, muß ein entgegengesetzt
orientiertes elektrisches Feld E < 0 angelegt werden. Bis zum Punkt C wird die nun
ungu¨nstig orientierte Probe linear gestaucht und die Polarisation linear verringert. Ab
dem Zustand C ist der Betrag des elektrischen Feld stark genug, die Umpolung zu
beginnen. Die up-Zellen werden in down-Zellen u¨berfu¨hrt, wobei sie den flat-Zustand
passieren (C → C ′ → D). Das Auftreten der flat-Zellen fu¨hrt zu einer Verku¨rzung
der Probe (C → C ′), gefolgt von einer großen Verla¨ngerung (C ′ → D) aufgrund des
Umklappens von flat nach down und zusa¨tzlicher Verla¨ngerung durch das negative
elektrische Feld. Im Zustand D ist der umgekehrte Umpolungsprozeß beendet und die
Probe besteht nur aus down-Zellen. Ab hier beobachtet man wieder das rein piezoelek-
trische Verhalten. Wird das elektrische Feld entfernt, besitzt die Probe eine remanente
La¨nge LR und eine remanente Polarisation −PR. Weitere zyklische Belastungen mit
einem alternierenden elektrischen Feld fu¨hren zum Durchfahren der Hysteren in Rich-
tung der Pfeile in Abb. 2.5, insbesondere wird der Ursprungszustand O nicht wieder
erreicht.
An den Punkten O,A′ und C ′ sind Doma¨nenstrukturen angegeben, die eine Gleich-
verteilung von up-, down- und flat-Zellen aufweisen und damit eine Polarisation P = 0
und L = L0 realisieren. Zum einen sind die Strukturen wa¨hrend des Umpolungsvor-
gangs nicht identisch und zum anderen ist die Verteilung abha¨ngig von a¨ußeren Lasten.
Man kann sich z.B. vorstellen, daß eine starke Drucklast alle Zellen in den flat-Zustand
zwingt und somit die Probe im Umpolungsvorgang wesentlich sta¨rker verku¨rzt wird als
ohne eine mechanische Belastung.
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Kapitel 3
Modelle fu¨r Ferroelektrika in der
Literatur
Wir wollen in diesem Kapitel einige Modelle aus der Literatur vorstellen und deren
grundsa¨tzliches Vorgehen erla¨utern. Fu¨r die Details sei der Leser auf die entsprechenden
Quellen verwiesen.
Viele Modelle basieren auf der pha¨nomenologischen Landau-Theorie fu¨r Phasen-
u¨berga¨nge. Devonshire [15],[16],[17] pra¨sentierte Ende der vierziger Jahre solch ein
Modell, dabei wird u.a. im einfachsten eindimensionalen Fall eine freie Energie in der
Form
F (T, P ) = α(T ) +
1
2
β(T )P 2 +
1
4
γP 4 +
1
6
δP 6 (3.1)
mit der Temperatur T und der Polarisation P postuliert. Eine a¨ußere Belastung
durch ein elektrisches Feld E und die Polarisation P liefern den energetischen Beitrag
−EP, so daß sich die freie Enthalpie zu
G(T, P,E) = F (T, P )− EP = α(T ) + 1
2
β(T )P 2 +
1
4
γP 4 +
1
6
δP 6 − EP (3.2)
ergibt.
Die temperaturabha¨ngigen Funktionen α(T ), β(T ) und die Konstanten γ, δ werden
so gewa¨hlt, daß unterhalb der Curie-Temperatur TC die freie Energie zwei Minima be-
sitzt (Abb. 3.1 rechts). Ihre Abszissenwerte werden als negative bzw. positive spontane
Polarisation des ferroelektrischen Ko¨rpers interpretiert. Die Beziehung zwischen P und
E erha¨lt man aus
∂F
∂P
= E, sie ist in Abb. 3.2 dargestellt.
Der Zustand entlang b−d wird als instabil erachtet und man konstruiert die Hyste-
rese mittels der gestrichelt dargestellten senkrechten Linien b−c und d−a . Erho¨ht man
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Abbildung 3.1: Freie Energie oberhalb (links) und unterhalb (rechts) der
Curie-Temperatur.
Abbildung 3.2: Konstruktion der Polarisationshysterese.
beispielsweise das elektrische Feld u¨ber den Punkt d hinaus, so wird das Material in-
stantan in den Zustand a umgepolt. Man erha¨lt damit temperaturabha¨ngige einfache
Polarisationshysteresen. Wir haben hier nur die einfachste Formulierung angegeben,
um die grundsa¨tzliche Mo¨glichkeit fu¨r die Konstruktion von Hysteresen durch freie
Enthalpien der Form (3.2) zu zeigen.
Das Modell wird in der Literatur erweitert, indem andere Formulierungen fu¨r die
freie Energie gewa¨hlt werden. Beispielsweise haben Bhattacharya und Shu [4] eine Ener-
gie mit mehreren Minima vorgeschlagen, welche die sechs mo¨glichen Orientierungen der
tetragonalen Zellen in Abb. 2.2 repra¨sentieren. Ihr Modell erlaubt die Berechnung des
Materialverhaltens unter isothermer und konstanter mechanischer Belastung.
Chen&Montgomery [7] haben Ende der siebziger Jahre isotherme Polarsations- und
Schmetterlingshysteresen ohne mechanische Last numerisch berechnet. In ihrem Mo-
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dell nehmen sie eine Abha¨ngigkeit der Dehnung und der Polarisation vom elektrischen
Feld, der mechanischen Last, der Temperatur und einer Variablen N an. Die Variable
bezeichnet dabei die Anzahl der Dipole im Material, die in Richtung des elektrischen
Feldes ausgerichtet sind. N wird zusa¨tzlich in zwei Anteile Np und Nr aufgeteilt, wo-
bei diese jeweils zwei unterschiedlichen Ratengesetzen mit unterschiedlichen charak-
teristischen Zeiten folgen. Die Argumentation zur Aufstellung dieser Gesetzte ist rein
pha¨nomenologisch.
Landis [31],[32] hat auf der Basis von [2] und [9] fu¨r die Modellierung von Ferro-
elektrika eine Energie angegeben, die aus zwei Anteilen besteht, basierend auf einer
additiven Zerlegung der Dehnung und der Polarisation in einen reversiblen und einen
irreversiblen Beitrag. Der erste Anteil modelliert das piezoelektrische Verhalten und
der zweite Anteil beru¨cksichtigt den hysteretischen Charakter. Um genau zu sein, ist
die angegebene Energie keine freie Energie bzw. freie Helmholtz Energie, da die Tempe-
ratur nicht beru¨cksichtigt wird. Das hysteretische Verhalten wird der Tradition fu¨r die
Behandlung von Plastizita¨t folgend durch eine Energie angegeben, die bei der Ablei-
tung nach dem irreversiblen Anteil der Polarisation die Fließgrenzen liefert. Das Modell
ermo¨glicht die Berechnung von Hysteresen fu¨r eine elektrische und mechanische Bela-
stung ohne Temperatureinfluß.
Eine a¨hnliche Methode wird von Kamlah&Wang [28] verwendet. Sie fu¨hren eben-
falls eine additive Zerlegung der Dehnung und der Polarisation durch, allerdings be-
stimmen sie den irreversiblen Anteil u¨ber zwei innere Variablen. Diese repra¨sentieren
in ihrem Modell die Orientierung der Doma¨nen und die Orientierung der Dipole in den
Doma¨nen. Es werden Ratengleichungen fu¨r die Variablen angegeben und eine Indika-
torfunktion eingefu¨hrt, die die Werte der beiden Variablen auf einen zula¨ssigen Bereich
beschra¨nkt.
Eines der am weitest verbreiteten Modelle fu¨r Hysteresen ist das Preisach-Modell
[37] (siehe auch [34],[43]), das urspru¨nglich fu¨r Magnetisierungsvorga¨nge in Ferro-
magneten verwendet wurde.
Die Idee des Modells ist die Nachbildung einer Hysterese mittels einer gewichteten
U¨berlagerung von Elementarhysteresen (Abb. 3.3)
y(t) =
∫∫
µ(α, β)γαβ[x(t), y(t0)]dαdβ (3.3)
mit
γαβ[x(t), y(t0)] :=

−1 fu¨r x(t) ≤ β
+1 fu¨r x(t) ≥ α
−1 bzw. + 1 fu¨r x˙(t) > 0 bzw. x˙(t) < 0
(3.4)
x(t) ist die Eingabegro¨ße (z.B. elektrisches Feld) und die resultierende Gro¨ße ist y(t)
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Abbildung 3.3: Elementarhysterese im Preisach-Modell mit den Schwellwerten α und
β (β < α) fu¨r die Umschaltung zwischen −1 und 1.
(z.B. Polarisation). Die Werte α und β, wobei β ≤ α gilt, sind Schwellwerte fu¨r das
Umschalten zwischen den Zusta¨nden −1 und 1. Die Funktion µ(α, β) stellt die Gewich-
tungsfunktion fu¨r Elementarhysteresen mit den Schwellwerten α und β dar und γαβ[]
stellt den elementaren Hystereseoperator dar, er beschreibt die Elementarhysterese in
Abb. 3.3.
Abbildung 3.4: Polarisationshysterese im Modell aus [40].
Smith&Seelecke&Ounaies&Smith [40] geben eine freie Energie an, die fu¨r eine Tem-
peratur unterhalb der Curie-Temperatur zwei Minima aufweist, sie a¨hnelt der in Abb.
3.1 dargestellten freien Energie. Die Minima werden als remanente Polarisation −PR
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bzw. PR (vgl. Abb. 2.5) interpretiert. Fu¨r einen Einkristall wird ein Modell pra¨sentiert,
welches dem in dieser Arbeit (→Kapitel 4) a¨hnelt, allerdings ist keine mechanische Last
und elektromechanische Kopplung enthalten und der Umpolungsprozeß wird als ein in-
stantaner Sprung modelliert. Das Modell liefert allein die Polarisationshysterese (Abb.
3.4).
Die so berechnete Hysterese mit den remanenten Polarisationen ±PR und den
Schaltschwellwerten bzw. koerzitiven Feldsta¨rken ±EC wird zur Berechnung von Hyste-
resen eines Polykristalls als eine Elementarhysterese fu¨r ein Preisach-a¨hnliches Modell
betrachtet. Das P − E-Verhalten wird a¨hnlich wie in Gl. (3.3) als U¨berlagerung sol-
cher Elementarhysteresen ermittelt, wobei die Gewichtungsfunktion von EC abha¨ngt.
Aufgrund der angegebenen freien Energie entha¨lt das Preisach–a¨hnliche Modell im
Gegensatz zum urspru¨nglichen Preisach-Modell nun die Temperatur, allerdings fehlt
immer noch eine elektromechanische Kopplung.
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Kapitel 4
Modell fu¨r ein ferroelektrisches
Material
Im folgenden wird ein eindimensionales Ersatzmodell vorgestellt, mit dem qualitative
Hysteresen unter simultaner Vorgabe der a¨ußeren Lasten (elektrisches Feld, mechani-
sche Last, Temperatur) berechnet werden ko¨nnen. Wir modellieren dazu einen ferro-
elektrischen Einkristall (wie in Abb. 2.3 dargestellt) als einen Stapel von up-, down-
und flat-Zellen. Damit wird die Doma¨nenstruktur nicht explizit erfaßt, sondern ledig-
lich die Verteilung der Zellen. Um das Modell eindimenional zu halten, nehmen wir
ferner an, daß keine der flat-Orientierungen bevorzugt ist. Damit wird sichergestellt,
daß die horizontale Komponente der Polarisation stets verschwindet.
4.1 Basiselement des Modells
Das Grundelement des Modells ist eine tetragonale Elementarzelle vom up-, down- oder
flat-Typ. Im ersten Schritt beno¨tigen wir eine potentielle Energie, die in der Lage ist,
das piezoelektrische Verhalten zu liefern, insbesondere die gekoppelte A¨nderung der
Polarisation p und der La¨nge l einer Zelle aufgrund einer a¨ußereren Belastung. Zur
Motivation der potentiellen Energie einer Zelle, z.B einer up-Zelle, betrachten wir ein
mechanisches Analogon (Abb. 4.1).
Das Analogon besteht aus drei Federn mit den Federkonstanten λ1 > 0, λ2 > 0,
λ3 > 0 und einer Ladung q 6= 0. Die La¨nge der Zelle betra¨gt l und die Polarisation p
wird durch ql1 repra¨sentiert. Dabei sei ohne a¨ußere Belastung l = ls und p = ps = ql
s
1.
Ein nach oben gerichtetes elektrisches Feld zieht die Ladung q mit der Kraft Fel = qE
nach oben. Dadurch wird l1 vergro¨ßert und entprechend auch die Polarisation p = ql1.
Da die Federn zusammengeschaltet sind, wird simultan die gesamte Zelle la¨nger l > ls.
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Abbildung 4.1: Das piezoelektrische Verhalten beschreibendes mechanisches Analogon
fu¨r eine up-Zelle.
Analoge U¨berlegungen gelten fu¨r das Anbringen einer mechanischen Last. Mit den
Bedingungen l = l1+ l2, ls = l
s
1+ l
s
2 und p = ql1 lautet die potentielle Energie der Zelle
Φpot(p, l) =
λ2 + λ3
2
(l − ls)2 − λ2
q
(l − ls)(p− ps) + λ1 + λ2
2q2
(p− ps)2. (4.1)
Beru¨cksichtigen wir noch die Beitra¨ge der a¨ußeren mechanischen Last F und des
elektrischen Feldes E, so erhalten wir die gesamte potentielle Energie zu
Ψ(p, l, E, F ) = Φpot(p, l)− Ep− Fl, (4.2)
die im Gleichgewicht einem Minimum zustrebt.
In Abb. 4.2 ist Φpot geometrisch dargestellt und weist zwei entscheidende Merkmale
auf:
1. Φpot stellt ein elliptisches Paraboloid dar.
2. Die Hauptachsen des Paraboloids liegen nicht parallel zu den l − p−Achsen.
Dies erkennt man deutlich an den elliptischen Ho¨henlinien, die in der l− p−Ebene
im Uhrzeigersinn gedreht sind (Abb. 4.2 rechts). Das Minimum von Φpot liegt bei den
Koordinaten (ps, ls).
Das Anlegen einer a¨ußeren Belastung (E,F ) bedeutet gema¨ß (4.2) die Addition
einer schra¨gen Ebene −Ep − Fl zur lastfreien potentiellen Energie Φpot. In Abb. 4.3
ist beispielhaft die Anwendung eines elektrischen Feldes dargestellt, die eine Verschie-
bung des lastfreien Minimums (ps, ls) zu einem neuen Wert (p, l) bewirkt. Man erkennt,
daß das elektrische Feld allein sowohl die Polarisation als auch die La¨nge gleichzeitig
vera¨ndert. Dies ist eine Konsequenz der gedrehten Hauptachsen des elliptischen Para-
boloids. Die Drehung des Paraboloids in der l − p−Ebene ist eine essentielle und fu¨r
unser Modell erforderliche Eigenschaft der potentiellen Energie Φpot, da diese die not-
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Abbildung 4.2: Graphische Darstellung von Ψ ohne a¨ußere Belastung (rechts: Ansicht
von oben).
Abbildung 4.3: Das Anlegen eines elektrischen Feldes entspricht der Addition einer
schra¨gen Ebene −Ep und verschiebt das Paraboloid simultan in p- und in l-Richtung
(rechts: Ansicht von oben).
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wendige elektromechanische Kopplung fu¨r das piezoelektrische Verhalten in unserem
Modell liefert.
Das elektromechanisch gekoppelte Verhalten la¨ßt sich ebenfalls formal aus der po-
tentiellen Energie (4.2) ableiten. Das Minimum von Ψ erfu¨llt die Gleichungen
∂Φpot
∂p
= E
und
∂Φpot
∂l
= F , die mit (4.1) und (4.2) zu
l − ls = 1
λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3
[(λ1 + λ2)F + qλ2 E]
p− ps = 1
λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3
[ qλ2 F + q
2(λ2 + λ3)E]
(4.3)
umgestellt werden ko¨nnen. Wir sehen die lineare Abha¨ngigkeit der La¨nge einer Zelle
(4.3)1 von der Kraft F und von dem elektrischen Feld E. Die Polarisation einer Zelle
(4.3)2 ist ebenfalls linear in F und E. Der Paramter λ2 > 0 ist fu¨r die elektromechani-
sche Kopplung verantwortlich. Falls wir annehmen, daß λ2 = 0 gilt, dann verschwindet
die Abha¨ngigkeit der La¨nge von E in (4.3)1 und gleichzeitig ha¨ngt dann die Polarisa-
tion der Zelle (4.3)2 nicht mehr von F ab. Wir erinnern uns, daß λ2 vor dem gemischten
Term (l− ls)(p− ps) in der potentiellen Energie (4.1) bzw. (4.2) steht und dieser Term
geometrisch gesehen zu einer Drehung der Hautachsen des Paraboloids Φpot (4.1) fu¨hrt.
Man beachte die Analogie von (4.3) zu den wohlbekannten makroskopischen eindi-
mensionalen piezoelektrischen Gleichungen
S = cF + dE
P = dF + χE,
(4.4)
mit der Dehnung S, der Polarisation P , Steifigkeit c, der Suszeptibilta¨t χ und dem
piezoelektrischen Koeffizienten d. Wir sehen in (4.4), daß das piezoelektrische Verhalten
durch drei Materialparameter (c, χ, d) bestimmt wird. Daher beno¨tigen wir in unserem
Modell ebenfalls drei Parameter in der potentiellen Energie Φpot , bzw. drei Federn
im mechanischen Analogon (Abb. 4.1), um das piezoelektrische Verhalten einer Zelle
abzubilden.
Das mechanische Modell (Abb. 4.1) fu¨r eine up-Zelle mit der potentiellen Energie
(4.2), die geometrisch ein elliptisches Paraboloid mit gedrehten Hauptachsen bezu¨glich
der l− und der p−Achse darstellt (Abb. 4.2), ist damit in der Lage, das piezoelektrische
Verhalten der Zelle wiederzugeben.
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4.2 Potentielle Energie und
U¨bergangswahrscheinlichkeiten
Wir vereinfachen (4.1) und (4.2), indem neue Koeffizienten α, β und γ statt λ1, λ2
und λ3 eingefu¨hrt werden und schreiben die potentielle Energie fu¨r eine up- und eine
down-Zelle mit den Indizes u bzw. d in der Form
Ψu(p, l, E, F ) = α(l − ls)2 − β(l − ls)(p− ps) + γ(p− ps)2 − Ep− Fl, (4.5)
Ψd(p, l, E, F ) = α(l − ls)2 + β(l − ls)(p+ ps) + γ(p+ ps)2 − Ep− Fl. (4.6)
Die potentielle Energie Ψd ist geometrisch gesehen die Spiegelung von Ψu an der (Ψ, l)-
Ebene, ihr Scheitelpunkt liegt im lastfreien Zustand bei (−ps.ls).
Das elliptische Paraboloid fu¨r den flat-Zustand hat seinen Scheitelpunkt bei (p, l) =
(0, lf ) mit lf < ls da die vertikale La¨nge der flat-Zellen kleiner ist als die der up- und
down-Zellen (vergleiche Abb. 2.2).
Ψf (p, l, E, F ) = αf (l − lf )2 + γfp2 − Ep− Fl. (4.7)
Im Verlauf der thermischen Bewegung fluktuieren die Zellen in ihren jeweiligen Poten-
tialmulden. Aus der statistischen Mechanik erha¨lt man, daß die Wahrscheinlichkeit w
eine Zelle an der Position (p, l) vorzufinden, proportional zum Boltzmann Faktor ist:
w(p, l) ∼ e
−Ψ(l, p;F,E)
kT . (4.8)
Wir ko¨nnen uns damit z.B. die up-Zellen bildlich als eine ”Wolke” von fluktuie-
renden Partikeln im Paraboloid Ψu vorstellen. Die Dichte dieser Wolke wird durch die
Energie bestimmt und ist im Minimum von Ψu maximal. Entsprechendes gilt fu¨r die
anderen beiden Zelltypen.
Die Abbildung 4.4 a zeigt die dreidimensionale Darstellung der gesamten potenti-
ellen Energie ohne a¨ußere Lasten, die sich aus den drei elliptischen Paraboloiden (4.5),
(4.6) und (4.7) zusammensetzt. Die Paraboloide sind durch ihre Schnittlinien (dicke
Linien in Abb. 4.4) voneinander getrennt und bilden Energiebarrieren. Die Schnittlini-
en schneiden Teile der Paraboloide Ψu, Ψd und Ψf ab, und wir bezeichnen die daraus
resultierenden Potentialto¨pfe mit Wu, Wd und Wf (Abb. 4.4). In Abbildung 4.4b ist
die Ansicht von oben zu sehen, man erkennt die Minima der Potentialto¨pfe und deren
Koordinaten in der (p, l)-Ebene. Zur Verdeutlichung der Ho¨he der Energiebarrieren im
Vergleich zu den Minima ist in Abb. 4.4b oben die potentielle Energie entlang der
gestrichelten Linie dargestellt. Die Energiebarrieren bieten die Mo¨glichkeit, daß Zellen
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Abbildung 4.4: a) 3D-Darstellung der potentiellen Energie fu¨r die drei Zelltypen up,
down und flat; b) Ansicht von oben (die Schnittlinien der Paraboloide sind durch dicke
Linien gekennzeichnet.
von einer Potentialmulde in eine benachbarte springen ko¨nnen. Beispielsweise kann eine
up-Zelle zu einer flat-Zelle transformieren, indem sie die Barriere zwischen den To¨pfen
Wu und Wf passiert, vorausgesetzt ihre Energie ist ausreichend.
Wir nehmen an, daß sich eine Zelle in einen anderen Typ umwandeln kann, wenn sie
aufgrund der thermischen Bewegung die Ho¨he der Energiebarriere erreicht. Betrachten
wir exemplarisch den U¨bergang up→ flat, dann muss die Zelle die Energie Ψuf (siehe
Abb. 4.4) erreichen und die Wahrscheinlichkeit wuf fu¨r diesen U¨bergang ist gegeben
durch
wuf ∼
e
−Ψuf (E,F )
kT∫
Wu
e
−Ψ(p, l, E, F )
kT dldp
. (4.9)
Der Za¨hler gibt die Wahrscheinlichkeit an, eine Zelle mit der Energie Ψuf vorzufin-
den und der Nenner gibt die Wahrscheinlichkeit an, daß die Zelle vom up-Typ ist.
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Die Integration erstreckt sich dabei u¨ber den Potentialtopf Wu der up-Zelle. Das Mi-
nimum von Ψ in Wu definiert das Maximum des Integranden und wir nehmen in guter
Na¨herung an, daß das Integral durch den Wert des Integranden bei Ψminu (siehe Abb.
4.4) gegeben ist. Dies ist legitim, da praktisch alle Zellen um das Minimum ihres ent-
sprechenden Potentialtopfes fluktuieren und dort das Maximum des Integranden scharf
ist. Die Gleichung (4.9) kann dann vereinfacht werden zu
wuf (E,F, T ) =
1
τ
e
−Ψuf (E,F )−Ψ
min
u (E,F )
kT . (4.10)
Die Wahrscheinlichkeit wuf ist eine Funktion der a¨ußeren Lasten E, F und T. τ ist eine
charakteristische Zeit. Sie beru¨cksichtigt die Ha¨ufigkeit der Zellen, die die Energie der
Barriere haben. Es gibt fu¨nf weitere U¨bergangswahrscheinlichkeiten wfu, wdf , wfd, wud
und wdu, die auf die gleiche Weise ermittelt werden.
Jeder der sechs mo¨glichen U¨berga¨nge a¨ndert die Zahl der Zellen in den Poten-
tialto¨pfen. Motiviert durch die Behandlung von a¨hnlichen U¨berga¨ngen mit thermi-
scher Bewegung in [36], betrachten wir die Umwandlungen zwischen den Zell-Typen
als aktivierte Prozesse. In anderen Worten: Wir schreiben Ratengleichungen fu¨r die
Fraktionen nu von up-Zellen und nd von down-Zellen in der Form
dnu
dt
= −wudnu + wdund − wufnu + wfunf ,
dnd
dt
= −wdund + wudnu − wdfnd + wfdnf .
(4.11)
Die dritte Ratengleichung fu¨r die Fraktion nf von flat-Zellen kann aufgrund der
Nebenbedingung nf = 1 − nu − nd weggelassen werden. Die Terme in den rechten
Seiten mit den Minuszeichen sind Verlustterme und beru¨cksichtigen, daß Zellen aus
ihrer Potentialmulde herausspringen ko¨nnen. Die Anzahl dieser Zellen ist proportional
der Zahl der Zellen im Potentialtopf. Entsprechend beru¨cksichtigen die Terme mit
den Pluszeichen, den Zugewinn durch das Hereinspringen von Zellen aus benachbarten
To¨pfen. Ihre Anzahl ist proportional der Zahl der Zellen in der Potentialmulde aus
der sie urspru¨nglich herkommen. Die U¨bergangswahrscheinlichkeiten stellen dabei die
Proportionalita¨tsfaktoren dar.
Wir wa¨hlen die Modellparameter − α, β, γ, αf , γf , lf , ls, ps− derart, daß die Ener-
giebarriere fu¨r den direkten U¨bergang up ↔ down stets gro¨ßer ist als die Energiebar-
rieren fu¨r up ↔ flat und down ↔ flat. Dies ist motiviert durch die U¨berlegungen in
Kapitel 2, da die Zellen beim U¨bergang erst den flat-Zustand passieren. Die Wahr-
scheinlichkeiten wud und wdu sind daher sehr klein, und wir vernachla¨ssigen die unter-
strichenen Terme in (4.11).
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4.3 Zusammenfassung der Gleichungen
Zuna¨chst werden die Modellparameter − α, β, γ, αf , γf , lf , ls, ps− gewa¨hlt und damit
die gesamte potentielle Energie vorgegeben, daraus erha¨lt man die Ratengleichungen
als gekoppelte Differentialgleichungen erster Ordnung. Sie lauten:
τ
dnu
dt
= −e−
Ψuf (E,F )−Ψminu (E,F )
kT nu + e
−Ψuf (E,F )−Ψ
min
f (E,F )
kT nf ,
τ
dnd
dt
= −e−
Ψdf (E,F )−Ψmind (E,F )
kT nd + e
−Ψdf (E,F )−Ψ
min
f (E,F )
kT nf .
(4.12)
Die fu¨nf Gro¨ßen Ψuf ,Ψdf ,Ψ
min
u ,Ψ
min
d und Ψ
min
f sind bekannte Funktionen der a¨ußeren
Lasten E und F. Falls E,F und T als Funktionen der Zeit t und Anfangsbedingungen
fu¨r die Fraktionen nuund nd vorgegeben werden, liefert die numerische Lo¨sung von
(4.12) nu(t) und nd(t).
Nachdem die Verteilung der Zellen berechnet wurde, ko¨nnen wir P (t) und L(t) u¨ber
P = punu + pdnd + pfnf
L = lunu + ldnd + lfnf
(4.13)
ermitteln. Der Erwartungswert fu¨r die Polarisation P (t) einer Zelle ergibt sich aus
der mit den Fraktionen gewichteten Summe der Erwartungswerte pu, pd und pf der
Polarisationen der drei Zelltypen. Analog folgt der Erwartungswert fu¨r die La¨nge L(t)
einer Zelle aus den Erwartungswerten fu¨r die La¨ngen der Zellen lu, ld und lf und den
entsprechenden Fraktionen. Wir nehmen wie bei der Argumentation fu¨r Gl. (4.10) an,
daß die Erwartungswerte durch die Koordinaten (pminδ , l
min
δ ) (mit δ = {u, d, f}) der
Minima der entsprechenden potentiellen Energien gegeben und damit Funktionen von
E und F sind.
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Kapitel 5
Numerische Simulationen von
Hysteresen
Die folgenden Abbildungen zeigen berechnete isotherme Hysteresen unter verschie-
denen Belastungen. Fu¨r die numerischen Rechnungen wurden alle Ausdru¨cke in eine
dimensionslose Form u¨berfu¨hrt. Die folgende Tabelle gibt die verwendeten Gro¨ßen an,
dabei ist Ψ0 := Ψuf (E,F )|E=0,F=0 die Ho¨he der Energiebarriere ohne Last und m sei
die Masse einer Zelle.
Ψ˜ =
Ψ
Ψ0
, l˜ =
l
ls
, p˜ =
p
ps
, E˜ =
ps
Ψ0
E,
F˜ =
ls
Ψ0
F, α˜ =
l2s
Ψ0
α, β˜ =
lsps
Ψ0
β, γ˜ =
p2s
Ψ0
γ,
α˜f =
l2s
Ψ0
αf , γ˜f =
p2s
Ψ0
γf , Θ =
k
Ψ0
T, t˜ =
√
Ψ0
m l2s
t.
(5.1)
In den Abbildungen wird darauf verzichtet, Zahlenwerte an die Achsen zu schreiben,
da hier rein qualitativ die Fa¨higkeiten des Modells demonstriert werden sollen. Dazu
werden folgende Werte fu¨r die Modellparameter gewa¨hlt, die das gemessene Verhalten
in Abb. 8.1 qualitativ gut wiedergeben:
α˜ = 70, β˜ = 50, γ˜ = 70, α˜f = 35, γ˜f = 35,
p˜s = 1, l˜s = 1, l˜f = 0.4, τ˜ = 1, Θ = 2.0.
(5.2)
Diese Werte gelten fu¨r alle nachfolgenden Rechnungen. In Kapitel 8 finden sich Messun-
gen zum qualitativen Vergleich mit den berechneten Hysteresen und im Anhang ist die
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Vorgehensweise zur numerischen Lo¨sung beschrieben. Man beachte, daß mit Θ = 2 of-
fenbar die dimensionsbehaftete Temperatur wegen T =
Ψ0
k
Θ einige Gro¨ßenordnungen
zu hoch ist. Durchgefu¨hrte Testrechnungen zeigten, daß bei kleineren Werten fu¨r Θ die
thermische Aktivierung zu gering ist, um eine Umpolung zu gewa¨hrleisten. Dies ist ein
Aspekt, der in einer weiterfu¨hrenden Arbeit noch Beachtung erfordert.
5.1 Polarisations- und Schmetterlingshysterese
Wir beginnen mit dem Aufbringen eines zyklischen elektrischen Feldes ohne mechani-
sche Belastung. Die Abb. 5.1 zeigt oben das angelegte elektrische Feld E(t) und die
Polarisation P (t). In der Mitte von Abb. 5.1 sind die Fraktionen {nu(t), nd(t), nf (t)}
und die La¨nge L(t) darstellt. Schließlich zeigt Abb. 5.1 unten die Polarisationshystere-
se P (E) und die Schmetterlingshysterese L(E). Die Buchstaben O,A,B,C,D,C ′ und
A′ bezeichnen dabei charakteristische Zusta¨nde. Die zuna¨chst unpolarisierte und kur-
ze Probe startet mit einer gleichverteilten Anzahl von up-, down- und flat-Zellen in
Punkt O. Mit steigendem E wa¨chst die Fraktion nu der up-Zellen auf Kosten der an-
deren Fraktionen bis zum Punkt B, da die zugeho¨rigen Zellen durch das elektrische
Feld in up-Zellen konvertiert werden. Dieser Vorgang wird durch einen starken Anstieg
der Polarisation und der La¨nge begleitet. Jede weitere Erho¨hung des elektrischen Fel-
des u¨ber Punkt B hinaus fu¨hrt zu einem linearen piezoelektrischen Verhalten. Bei der
Entfernung des Feldes beobachtet man eine remanente La¨nge LR und eine remanente
Polarisation PR. Bei Verringerung von E beginnen ab dem Punkt C bereits die ersten
up-Zellen zu down-Zellen zu transformieren und passieren dabei den flat-Zustand, wo-
bei die Fraktion nf ihr Maximum bei C
′ besitzt. Dort erreicht die La¨nge der Probe ihr
Minimum, allerdings wird nicht die gleiche Verteilung von Zellen wie im Startpunkt O
erreicht. Daher stimmen auch die La¨ngen bei O und C ′ nicht u¨berein und da auch nu
und nd unterschiedlich sind, haben wir in C
′ eine nicht verschwindende Polarisation.
Der Umpolungsvorgang endet im Punkt D, wo alle Zellen im down-Zustand vorliegen.
Begleitet wird dies ab C ′ von einem starken Anstieg der La¨nge und die Polarisation
a¨ndert ihre Richtung. Ab dem Punkt D liefert eine weitere Verringerung des elektri-
schen Feldes wieder ein piezoelektrisches Verhalten. Die Probe weist nun nach dem
Entfernen des Feldes eine negative remanente Polarisation −PR und die remanente
La¨nge LR auf. Der Pfad A→ A′ → B ist analog zu C → C ′ → D, außer daß hier das
elektrische Feld wieder zunimmt und nun die down-Zellen u¨ber den flat-Zustand in
up-Zellen u¨berfu¨hrt werden.
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Abbildung 5.1: (oben) Angelegtes elektrisches Feld | Polarisation P u¨ber der Zeit t
(Mitte) Fraktionen der Zellen | La¨nge L u¨ber der Zeit t
(unten) Polarisationshysterese | Schmetterlingshysterese
(Die Bezeichnungen korrespondieren zu denen in Abb. 2.5 auf S. 11)
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5.2 Einfluß der Temperatur
Abbildung 5.2: Hysteresen bei unterschiedlichen Temperaturen.
Wenn die Zellen einer ho¨heren Temperatur ausgesetzt sind, ko¨nnen sie ho¨here Ener-
giebarrieren u¨berwinden. Man braucht dann ein schwa¨cheres elektrisches Feld, um den
Umpolungsvorgang zu initiieren. Als Folge davon erha¨lt man schmalere Hysteresen bei
hoher Temperatur bzw. breitere bei niedriger Temperatur (Abb. 5.2). Da ein sta¨rkeres
elektrisches Feld fu¨r die flat-Zellen ungu¨nstig ist, hat man bei tiefen Temperaturen
eine kleinere La¨ngena¨nderung wa¨hrend des Umpolungsvorgangs. Mit anderen Worten,
die maximale Anzahl der flat-Zellen sinkt mit kleiner werdender Temperatur (Abb.
5.2 links).
5.3 Ratenabha¨ngigkeit
Die Geschwindigkeit, mit der das elektrische Feld vera¨ndert wird, hat ebenfalls Einfluß
auf das Hystereseverhalten, da der Umschaltprozeß nicht instantan erfolgt. Die Abbil-
dung 5.3 demonstriert diesen Effekt fu¨r drei verschiedene Zeiten t1E < t
2
E < t
3
E, wobei
diese die Zeit angeben, in der die Belastung (Abb. 5.1 oben links) aufgebracht wird.
Eine kleine Zeit bewirkt eine große Geschwindigkeitsa¨nderung und daraus resultiert ei-
ne breitere Hysterese, da der Umpolungsvorgang gewissermaßen der a¨ußeren Belastung
sta¨rker hinterher la¨uft. Umgekehrt bedeutet eine la¨ngere Zeit das Auftreten von schma-
len Hysteresen. In diesem Modell ko¨nnen im Extremfall einer sehr langen Zeit tE die
Hysteresen zu einer Linie zusammenschrumpfen, da wir keine Grenzfla¨cheneffekte der
Doma¨nenstruktur beru¨cksichtigt haben. Anders ausgedru¨ckt: Die Hysteresen in die-
sem Modell resultieren aus dem Nachlaufen des Umpolungsvorgang hinter der a¨ußeren
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Belastung.
Abbildung 5.3: Ratenabha¨ngigkeit der Hysteresen.
5.4 Konstante mechanische Belastung
Abbildung 5.4: Hysteresen unter einer konstanten mechanischen Last.
Eine Zuglast bevorzugt die up- und down-Zellen, so daß wa¨hrend des Umpolungs-
vorgangs weniger flat-Zellen auftreten und damit die La¨ngena¨nderung kleiner ausfa¨llt
(Abb. 5.4). Gleichzeitig bewirkt die Zuglast, daß der Abstand der Potentialto¨pfe ver-
gro¨ßert und damit die Energiebarrieren erho¨ht werden. Demzufolge ist ein gro¨ßeres
elektrisches Feld fu¨r den Umpolungsvorgang notwendig und dies fu¨hrt zu breiteren
Hysteresen.
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Andererseits liegen die flat-Zellen bei einer Drucklast gu¨nstiger, da der flat-Potential-
topf unter dieser Last tiefer liegt als die anderen beiden Tpfe. Die maximale Zahl der
flat-Zellen beim Umpolungsvorgang steigt und somit beobachtet man eine gro¨ßere
La¨ngena¨nderung beim Umpolen (Abb. 5.4). Die Drucklast ru¨ckt die Potentialto¨pfe
gleichzeitig zusammen und fu¨hrt zu schmaleren Hysteresen, da die Energiebarrieren fu¨r
die Umpolung herabgesetzt werden.
Abbildung 5.5: Eine ausreichend große Drucklast fu¨hrt zu zwei getrennten
Hysteresegebieten (die gestrichelten Kurven zeigen den lastfreien Fall).
Durch eine besonders starke Drucklast kann das Minimum des Paraboloids der flat-
Zellen so tief liegen, daß ohne ein elektrisches Feld nur der flat-Zustand vorherrscht.
Um eine Umpolung zu erreichen, ist ein starkes Feld no¨tig, dabei ist der flat-Zustand
nicht mehr nur eine Zwischenstufe fu¨r den U¨bergang up ↔ down. Fu¨r E > 0 fin-
det der U¨bergang ausschließlich zwischen flat und up statt, wa¨hrend wir fu¨r E < 0
einen U¨bergang zwischen flat und down beobachten. Aufgrund dieser beiden mo¨glichen
U¨berga¨nge erhalten wir zwei getrennte Hysteresegebiete (Abb. 5.5). Da bei E = 0 nur
der flat-Zustand vorliegt, hat die Probe keine remanente Polarisation und La¨nge.
5.5 Zyklische mechanische Belastung bei
konstantem elektrischen Feld.
Wir legen ein konstantes schwaches elektrisches Feld an, das keinen Umpolungsvor-
gang initiieren kann, aber je nach Ausrichtung entweder die up- oder die down-Zellen
bevorzugt. Zuna¨chst wird an die Probe eine wachsende Zuglast F > 0 angelegt, be-
vor man anschließend eine Drucklast F < 0 aufbringt. Das resultierende Verhalten ist
32 Numerische Simulationen von Hysteresen
Abbildung 5.6: La¨ngena¨nderung durch eine mechanische Belastung (links).
Korrespondierende Polarisationshysterese fu¨r ein schwaches positives und negatives
elektrisches Feld (rechts).
in Abb. 5.6 wiedergegeben. Man beachte dabei, daß auf der Ordinate −F, also eine
Drucklast, aufgetragen ist. Im Falle eines positiven elektrischen Feldes E = E0 be-
obachten wir wa¨hrend der Belastung im Wesentlichen einen U¨bergang zwischen flat
und up. Entsprechend sehen wir bei einem negativen elektrischen Feld E = −Eo im
Wesentlichen den U¨bergang flat ↔ down. Die Zuglast bevorzugt die up- bzw. down-
Variante, so daß beim U¨bergang flat↔ up/down die La¨nge und die Polarisation stark
zunehmen, bis alle flat-Zellen verschwunden sind und man den piezoelektrischen Ef-
fekt bei großer Zuglast vorfindet. Nachdem die Last entfernt wurde (F = 0), beha¨lt die
Probe eine remanente La¨nge LR1 und eine remanente Polarisation PR1(E = E0) bzw.
−PR1(E = −E0) bei, da die meisten up- bzw. down-Zellen nicht in den urspru¨nglichen
flat-Zustand zuru¨ckkehren. Um dies zu bewerkstelligen, muß eine wachsende Druck-
last F < 0 aufgebracht werden. Sie fu¨hrt zu einer starken Abnahme der La¨nge und der
Polarisation beim U¨bergang up, down ↔ flat, bis die Probe bei großer Drucklast nur
noch aus flat Zellen besteht. Eine weitere Steigerung der Druckbelastung zeigt dann
piezoelektrisches Verhalten der Probe. Wird die Drucklast auf Null zuru¨ckgefahren, so
erhalten wir eine zweite remanente La¨nge LR2 und eine zweite remanente Polarisation
PR2(E = E0) bzw. −PR2(E = −E0). Im F − L-Diagramm (Abb. 5.6 links) sieht man
keinen Unterschied fu¨r E = ±Eo, da die up- und down-Zellen diesselbe vertikale La¨nge
beitragen.
Die Abb. 5.7 zeigt den Einfluß verschieden großer elektrischer Felder E1 < E2 <
E3 < 0 < E4 auf die F −L- und F −P -Hysteresen im Druckbereich, wobei |E3| = |E4|
gilt. Im F − L-Diagramm spielt nur der Betrag des elektrischen Feldes eine Rolle und
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Abbildung 5.7: Die Fließlasten werden durch ein elektrisches Feld beeinflußt.
bewirkt eine Erho¨hung der U¨bergangslast fu¨r die Transformation up/down→ flat, da
ein sta¨rkeres Feld up- bzw. down-Zellen bevorzugt und eine ho¨here Last erforderlich
ist, um diese in den flat Zustand zu u¨berfu¨hren. Die Erho¨hung der U¨bergangslast ist
ebenfalls im F −P -Diagramm zu sehen, wobei sich hier das Vorzeichen und der Betrag
des elektrischen Felds entsprechend auf die beobachtete Polarisation niederschla¨gt.
5.6 Relaxation
Abbildung 5.8: Relaxation der La¨nge und der Polarisation bei kurzzeitig konstant
gehaltenem elektrischen Feld.
Wir belasten die Probe mit einem zyklischen elektrischen Feld ohne mechanische
Belastung. Zu verschiedenen Zeiten wird das elektrische Feld kurzzeitig konstant ge-
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halten und man beobachtet, daß die La¨nge und die Polarisation nicht konstant bleiben.
Dies sieht man an den senkrechten Linien in Abb. 5.8, die keine instantanen Spru¨nge
darstellen, sondern auf die Relaxation der La¨nge und der Polarisation zuru¨ckzufu¨hren
sind. Daß das Modell dieses Verhalten liefert, ist nicht u¨berraschend, da wir schließlich
die Verteilung der Zellen u¨ber Ratengleichungen bestimmen.
5.7 Kombinierte mechanische und elektrische
Belastung
Die kombinierte Anwendung eines elektrischen Feldes und einer mechanischen Last
fu¨hrt zu asymmetrischen Hysteresen. In Abb. 5.9 sind zwei Fa¨lle angegeben. Im er-
sten Fall haben sowohl das elektrische Feld als auch die mechanische Last dasselbe
Vorzeichen und die zugeho¨rigen Hysteresen sind durch die durchgezogenen Kurven ge-
geben. Fu¨r E > 0 haben wir gleichzeitig eine Zuglast vorliegen und beide Belastungen
benachteiligen die flat-Zellen. Dadurch ist die La¨ngena¨nderung wa¨hrend des Umpo-
lungsvorgangs klein. Andererseits erfa¨hrt die Probe fu¨r E < 0 zusa¨tzlich eine den
flat-Zustand fo¨rdernde Drucklast, so daß in diesem Bereich die La¨ngena¨nderung groß
ist. Konsequenterweise ist auch die Polarisationshysterese nicht symmetrisch, da eine
Zuglast (fu¨r E > 0) eine breitere Hysterese verursacht, wa¨hrend eine Drucklast (fu¨r
E < 0) fu¨r eine schmalere Hysterese sorgt.
Der zweite Fall, bei dem die Vorzeichen der mechanischen und der elektrischen
Belastung unterschiedlich sind, wird durch die gestrichelten Hysteresen in der Abb. 5.9
repra¨sentiert. Wir sehen zuna¨chst ein unterschiedliches Startverhalten. Die ansteigende
Drucklast fu¨hrt zur Steigerung der Anzahl der flat-Zellen, was eine Verku¨rzung der
Probe bewirkt, bevor das positive elektrische Feld stark genug ist, um ein Umklappen
der Zellen in den up-Zustand zu erzwingen. Nach Abschluß des Startverhaltens ist die
Schmetterlingshysterese fu¨r den zweiten Belastungsfall das Spiegelbild des ersten Falls.
Die Polarisationshysterese ist dann punktsymmetrisch zu der des ersten Falls.
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Abbildung 5.9: Hysteresen unter kombinierter Belastung durch eine mechanische Last
und durch ein elektrisches Feld (kleine Bilder zeigen den entsprechenden Lastfall).
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Kapitel 6
Zweiachsige Belastung
Wir betrachten in diesem Kapitel eine ebene zweiachsige Belastung eines ferroelektri-
schen Polykristalls und geben ein Modell dafu¨r an. Die Polarisation Pi und der Defor-
mationsgradient Fij werden in Abha¨ngigkeit der a¨ußeren Lasten, d.h. der Temperatur
T , des Spannungstensors tij und des elektrischen Feldes Ei, als Funktionen der Zeit be-
stimmt (i, j = {1, 2}). Das Modell folgt den Ausfu¨hrungen von Achenbach&Atanacko-
vic&Mu¨ller [1], die solch ein Modell fu¨r Formgeda¨chtnislegierungen pra¨sentiert haben.
Abbildung 6.1: Schematische Darstellung eines ferroelektrischen Polykristalls.
Wir stellen uns dazu einen ferroelektrischen Polykristall vor, der sich aus verschie-
den orientierten Kristalliten zusammensetzt (Abb. 6.1), wobei jeder Kristallit fu¨r sich
eine Doma¨nenstruktur aufweist (a¨hnlich wie in Abb. 2.3). Die Orientierung der Kri-
stallite ist durch die Richtung ihrer Polarisation gegeben. Die Idee des Modells ist es,
den Beitrag der Polarisation und der La¨nge eines jedes Kristallits mit dem eindimensio-
nalen Modell aus Kapitel 4 unter Beru¨cksichtigung seiner Orientierung zu bestimmen.
Damit wird jedes Kristallit als ein Stapel von up-, down- und flat-Zellen betrach-
tet (Abb. 6.2). Die gesamte Polarisation und La¨nge des Polykristalls ergibt sich aus
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der Superposition der Beitra¨ge der einzelnen Kristallite. Die Superposition impliziert,
daß wir in dem Modell eine gegenseitige Durchdringung der Kristallite im Zuge ihrer
La¨ngena¨nderung und Rotation aufgrund der a¨ußeren Belastung zulassen und somit die
Grenzfla¨chen bzw. Korngrenzen zwischen den Kristalliten nicht in das Modell einflie-
ßen.
Abbildung 6.2: Ein Kristallit wird als ein Stapel von up-, down- und flat-Zellen
modelliert. ξ charakterisiert die Orientierung.
6.1 Modifizierung des eindimensionalen Modells
Zuna¨chst mu¨ssen die Gleichungen des eindimensionalen Modells fu¨r die zweiachsige
Belastung eines Kristallits modifiziert werden. Die Orientierungsrichtung des Kristallits
bildet mit der horizontalen Achse den Winkel ξ (Abb. 6.2). Dieser wird im folgenden
zur Charakterisierung der Orientierung verwendet.
Die Gleichungen (4.5), (4.6), (4.7) fu¨r die potentiellen Energien der up-, down- und
flat-Zellen werden umgeschrieben zu
Ψξu(p, l, Eξ, σξ) = α(l − ls)2− β(l − ls)(p− ps) + γ(p− ps)2 − Eξp− σξAl,
Ψξd(p, l, Eξ, σξ) = α(l − ls)2+ β(l − ls)(p+ ps) + γ(p+ ps)2 − Eξp− σξAl,
Ψξf (p, l, Eξ, σξ) = αf (l − ls)2 + γfp2−Eξp− σξAl.
(6.1)
38 Zweiachsige Belastung
Die Ratengleichungen (4.11) fu¨r einen Kristallit der Orientierung ξ erhalten die Form
τ
dnξu
dt
= −e−
Ψξuf (Eξ, σξ)−Ψξ,minu (Eξ, σξ)
kT nξu
+ e
−Ψ
ξ
uf (Eξ, σξ)−Ψξ,minf (Eξ, σξ)
kT nξf ,
τ
dnξd
dt
= −e−
Ψξdf (Eξ, σξ)−Ψξ,mind (Eξ, σξ)
kT nξd
+ e
−Ψ
ξ
df (Eξ, σξ)−Ψξ,minf (Eξ, σξ)
kT nξf ,
(6.2)
Die Erwartungswerte der Polarisation und La¨nge einer Zelle (4.13)1,2 lauten nun
Pξ = p
ξ,min
u n
ξ
u + p
ξ,min
d n
ξ
d + p
ξ,min
f n
ξ
f ,
Lξ = l
ξ,min
u n
ξ
u + l
ξ,min
d n
ξ
d + l
ξ,min
f n
ξ
f .
(6.3)
Der Index ξ kennzeichnet die Gro¨ßen, die fu¨r einen Kristallit mit der Orientierung
ξ gelten und ist nicht als Index fu¨r Koordinaten bzw. Komponenten einer Gro¨ße zu
verstehen. Die Modellparameter −α, β, γ, αf , γf , ls, ps− gelten fu¨r alle Kristallite. Ins-
besondere sind nicht die a¨ußeren Lasten auf den ganzen Polykristall ausschlaggebend,
sondern deren Beitra¨ge in Orientierungsrichtung des Kristallits. Eξ ist der Beitrag des
a¨ußeren elektrischen Feldes Ei und σξ ist die Zug- bzw. Druckspannung auf den Kristal-
lit aufgrund des a¨ußeren Spannungstensors tij. Die mechanische Kraft, die der Kristallit
erfa¨hrt, ist demnach durch σξA gegeben, wobei A die Querschnittsfla¨che ist und wir
nehmen der Einfachheit halber an, daß sie konstant bleibt.
6.2 Ratengleichung fu¨r den
Deformationsgradienten
Im Allgemeinen besteht der Polykristall (Abb. 6.1) aus vielen verschieden orientier-
ten Kristalliten. Daher nehmen wir eine kontinuierliche Verteilung von Orientierungen
an und schreiben g(ξ, t)dξ fu¨r die Fraktion der Orientierungen, die einen Winkel zwi-
schen ξ und ξ + dξ zu einer Zeit t haben. Die Verteilung ist ebenfalls eine Funktion
der Zeit, da die Kristallite durch eine Belastung ihre Orientierung a¨ndern ko¨nnen.
Der Winkel in der Anfangs- bzw. in der Referenzkonfiguration wird mit ξo bezeichnet
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und entsprechend ist G(ξo) die korrespondierende Verteilung der Orientierungen in der
Referenzkonfiguration. Da g(ξ, t) und G(ξ0) Fraktionen sind, gelten die Bedingungen∫ 2pi
0
g(ξ, t)dξ = 1 und
∫ 2pi
0
G(ξ0)dξ0 = 1. (6.4)
Wir beno¨tigen Gleichungen, die den Deformationsgradienten Fij des Polykristalls mit
den La¨ngena¨nderungen und Orientierungen der Kristallite verknu¨pfen und betrachten
zuna¨chst einen Ko¨rper, der aus einem einzigen Kristallit besteht. Die Abbildung 6.3
zeigt fu¨r verschiedene Zeiten t = 0, t, t+∆t die Konfiguration eines solchen Ko¨rpers.
Abbildung 6.3: Ein Kristallit in seiner Referenzkonfiguration und zu zwei
verschiedenen Zeiten t und t+∆t.
Die beiden Punkte C und D markieren zwei beliebige Positionen im Kristallit. Ihr
Abstandsvektor ist dX in der Referenzkonfiguration, dx(t) zur Zeit t und dx(t + ∆t)
zur Zeit t+∆t. Wir ko¨nnen die Abstandsvektoren zu den Zeiten t und t+∆t mittels
des Deformationsgradienten Fij auf die Referenzkonfiguration zuru¨ckfu¨hren und haben
in der Indexschreibweise
dxi(t) = Fij(t)dXj und dxi(t+∆t) = Fij(t+∆t)dXj (6.5)
bzw.
dxi(t+∆t)− dxi(t) = (Fij(t+∆t)− Fij(t))dXj (6.6)
Andererseits ko¨nnen wir die A¨nderung dxi(t+∆t)− dxi(t) durch die La¨ngena¨nderung
des Kristallits in Richtung der Orientierungsrichtung und einer Rotation additiv zu-
sammensetzten solange wir annehmen, daß alle A¨nderungen klein sind. Wir schreiben
mit dem Koodinatensystem, das durch die Einheitsvektoren eξ1 und e
ξ
2 (Abb. 6.3 Mitte)
gebildet wird
dxi(t+∆t)− dxi(t) = (Lξ(t+∆t)− Lξ(t))dxm(t)e
ξ
1m
h
eξ1i +∆Q
ξ
imdxm(t). (6.7)
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Der Term (Lξ(t+∆t)−Lξ(t)) gibt den Erwartungswert der La¨ngena¨nderung einer Zelle
im Stapel (Abb. 6.2 rechts) wieder und wird u¨ber die Gl. (6.3)2 ermittelt.
dxm(t)e
ξ
1m
h
gibt die Anzahl der Zellen an, die von dx(t) erfasst werden, dabei ist h (mit lf < h < ls)
eine mittlere charakteristische La¨nge einer Zelle und der Einheitsvektor eξ1i weist in
Orientierungsrichtung des Kistallits. Der erste Summand auf der rechten Seite von Gl.
(6.7) gibt damit die A¨nderung des Abstandsvektors der Punkte C und D in Orientie-
rungsrichtung wieder. Der zweite Summand beru¨cksichtigt die Rotation aufgrund der
a¨ußeren Belastung mit dem Rotationswinkel ξ(t+∆t)− ξ(t). Die Rotationsmatrix hat
fu¨r kleine Rotationswinkel die linearisierte Form
∆Qξim =
(
0 −(ξ(t+∆t)− ξ(t))
ξ(t+∆t)− ξ(t) 0
)
.
Die Gleichung (6.7) gilt fu¨r einen einzigen Kristallit. Da aber beliebig viele Kristallite
auftreten ko¨nnen, nehmen wir an, daß jeder dieser Kristallite seinen Beitrag in der
Form (6.7) gewichtet mit dem Anteil g(ξ, t)dξ ihres Vorkommens im Polykristall zur
A¨nderung dxi(t+∆t)− dxi(t) beitra¨gt. Man erha¨lt
dxi(t+∆t)− dxi(t) =
∫ 2pi
0
((Lξ(t+∆t)− Lξ(t))dxm(t)e
ξ
1m
h
e1i
+∆Qξimdxm(t))g(ξ, t)dξ.
(6.8)
Wir setzen Gl. (6.5) in Gl. (6.8) ein und fu¨hren einen Grenzu¨bergang ∆t→ 0 durch,
damit erha¨lt man folgende Ratengleichungen fu¨r die vier Komponenten des Deforma-
tionsgradienten
F˙ij =
∫ 2pi
0
g(ξ, t)

1
h
·
Lξ cos
2 ξ
1
h
·
Lξ cos ξ sin ξ −
·
ξ
1
h
·
Lξ cos ξ sin ξ +
·
ξ
1
h
·
Lξ sin
2 ξ

im
Fmjdξ (6.9)
Dies ist die wichtigste Beziehung in diesem Modell fu¨r eine zweiachsige Belastung,
da sie die makroskopische Deformation des Polykristalls mit den La¨ngena¨nderungen
und Rotationen seiner Kristallite verknu¨pft. In der rechten Seite von Gl. (6.9) treten
drei noch zu bestimmende Gro¨ßen auf, diese sind
·
ξ, g(ξ, t) und
·
Lξ. Sie werden in den
nachfolgenden Abschnitten angegeben. Wir u¨berpru¨fen (detF )· und stellen fest, daß
(detF )˙ =
(∫ 2pi
0
g(ξ, t)
1
h
·
Lξdξ
)
detF (6.10)
gilt und somit das Modell keine Volumenerhaltung liefert, da (detF )· = 0 im Allge-
meinen nicht angenommen werden kann.
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6.2.1 A¨nderung der Orientierung
Um
·
ξ zu bestimmen, berechnen wir zuna¨chst ξ in Abha¨ngigkeit von ξ0 und Fij.Dazu be-
trachten wir einen Einheitsvektor
(
cos ξ0
sin ξ0
)
i
eines Kristallits mit der Orientierung ξ0 in
seiner Referenzkonfiguration, der nach einer Deformation neue Koordinaten n
(
cos ξ
sin ξ
)
i
bekommt, und erhalten somit
n
(
cos ξ
sin ξ
)
i
= Fij
(
cos ξ0
sin ξ0
)
j
. (6.11)
Dabei ist n die neue La¨nge des Vektors. Der Winkel ξ ist damit nach Umstellen von
Gl. (6.11) eine Funktion von Fij und ξ0
ξ(ξ0, t) = arctan
F21 cos ξ0 + F22 sin ξ0
F11 cos ξ0 + F12 sin ξ0
(6.12)
Die zeitliche Ableitung von ξ ist mit Gl. (6.12) demnach
·
ξ =
∂ξ
∂Fij
·
F ij = f(ξ0, Fij,
·
F ij). (6.13)
Sie ist eine la¨ngere, aber explizit bekannte Funktion von ξ0, Fij und
·
F ij, insbesondere
ist sie linear in
·
F ij.
6.2.2 Verteilungsfunktion der Orientierungen
Es wird angenommen, daß sich die Zahl der Kristallite wa¨hrend der Deformation nicht
a¨ndert und dies wird durch die Bedingung
g(ξ, t)dξ = G(ξ0)dξ0 (6.14)
ausgedru¨ckt. Wir ko¨nnen so die Verteilungsfunktion g(ξ, t) auf die Verteilung G(ξ0)
in der Referenzkonfiguration zuru¨ckfu¨hren, dazu wird die Gleichung (6.11) nach ξ0
umgestellt und ergibt
ξ0(ξ, t) = arctan
F11 sin ξ − F21 sin ξ
F22 cos ξ − F12 sin ξ . (6.15)
Ableitung von ξ0 nach ξ liefert
∂ξ0
∂ξ
=
1
(F22 cos ξ − F12 sin ξ)2 + (F11 sin ξ − F21 cos ξ)2 . (6.16)
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Die Kombination der drei Gleichungen (6.14),(6.15) und (6.16) liefert die gesuchte
Beziehung fu¨r g(ξ, t) . Sie lautet
g(ξ, t) = G(arctan
F21 cos ξ0 + F22 sin ξ0
F11 cos ξ0 + F12 sin ξ0
) ·
1
(F22 cos ξ − F12 sin ξ)2 + (F11 sin ξ − F21 cos ξ)2 (6.17)
6.2.3 La¨ngena¨nderung
Die letzte unbekannte Gro¨ße in den Ratengleichungen (6.9) fu¨r Fij ist die zeitliche Ab-
leitung des Erwartungswertes der La¨nge einer Zelle
·
Lξ in einem Kristallit der Orientie-
rung ξ. Man erinnere sich, daß Lξ durch Gl. (6.3)2 gegeben ist und in der rechten Seite
die Fraktionen und die Erwartungswerte fu¨r die La¨nge von up−, down- und flat-Zellen
stehen. Ferner erinnern wir uns, daß diese Erwartungswerte als die Ordinatenwerte der
Minima der entsprechenden Potentialto¨pfe angenommen wurden (→Abschnitt 4.3).
Hier werden die potentiellen Energien durch die Gleichungen (6.1)1,2,3 repra¨sentiert,
daher sind lξu, l
ξ
d und l
ξ
f Funktionen von Eξ und σξ. Insbesondere ha¨ngen sie nicht von
der Temperatur ab. Wir ko¨nnen also die zeitliche Ableitung von Lξ schreiben als
·
Lξ =
∂Lξ
∂Eξ
·
Eξ +
∂Lξ
∂σξ
·
σξ + l
ξ
u
·
n
ξ
u + l
ξ
d
·
n
ξ
d + l
ξ
f
·
n
ξ
f . (6.18)
Die Ableitungen
∂Lξ
∂Eξ
und
∂Lξ
∂σξ
ergeben sich aus Gl. (6.3) zu
∂Lξ
∂Eξ
=
∂lξu
∂Eξ
nξu +
∂lξd
∂Eξ
nξd +
∂lξf
∂Eξ
nξf
∂Lξ
∂σξ
=
∂lξu
∂σξ
nξu +
∂lξd
∂σξ
nξd +
∂lξf
∂σξ
nξf
, (6.19)
wobei hier alle Ableitungen in der rechten Seiten explizit und die Fraktionen ebenfalls
in jedem Rechenschritt bekannt sind.
·
n
ξ
u,
·
n
ξ
dund
·
n
ξ
f in Gl. (6.18) ergeben sich aus den
Ratengleichungen (6.2). Das in Orientierungsrichtung wirkende elektrische Feld Eξ ist
durch Eξ = Eie
ξ
1i gegeben, somit gilt
·
Eξ =
·
Eie
ξ
1i +
·
ξEje
ξ
2j (6.20)
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Es bleibt noch
·
σξ in Gl. (6.18) anzugeben. Zuna¨chst ermitteln wir σξ aus der Koordina-
tentransformation des a¨ußeren Spannungstensors tij auf das um ξ gedrehte e
ξ
1-e
ξ
2-System
und erhalten
σξ = t11 cos
2 ξ + t22 sin
2 ξ + t12 sin 2ξ. (6.21)
Daraus bestimmt sich
·
σξ zu
·
σξ =
·
t11 cos
2 ξ +
·
t22 sin
2 ξ +
·
t12 sin 2ξ + ((t22 − t11) sin 2ξ + 2t12 cos 2ξ)
·
ξ. (6.22)
Man beachte dabei, daß ξ und
·
ξ nach Gl. (6.12) und Gl. (6.13) selbst Funktionen von
ξ0, Fij und
·
F ij sind.
Wir kennen nun die rechte Seite von Gl. (6.18) und haben alle no¨tigen Beziehungen
um die Ratengleichung fu¨r den Deformationsgradienten (6.9) zu lo¨sen.
6.3 Zusammenfassung der Gleichungen
Wir fu¨hren zuna¨chst folgende Abku¨rzungen ein
Icc :=
∫ 2pi
0
g(ξ, t)
(
1
h
·
Lξ cos
2 ξ
)
dξ, Iss :=
∫ 2pi
0
g(ξ, t)
(
1
h
·
Lξ sin
2 ξ
)
dξ,
Ics :=
∫ 2pi
0
g(ξ, t)
(
1
h
·
Lξ cos ξ sin ξ
)
dξ, I :=
∫ 2pi
0
g(ξ, t)
·
ξdξ.
Der Satz von Integro-Differentialgleichungen la¨ßt sich damit angeben als:
·
F 11 = I
ccF11 + (I
cs − I)F21
·
F 12 = I
ccF12 + (I
cs − I)F22
·
F 21 = (I
cs + I)F11 + I
ssF21
·
F 22 = (I
cs + I)F12 + I
ssF22
·
n
ξ
u = −e
−
Ψξuf (Eξ, σξ)−Ψξ,minu (Eξ, σξ)
kT nξu
+ e
−
Ψξuf (Eξ, σξ)−Ψξ,minf (Eξ, σξ)
kT (1− nξu − nξd)
·
n
ξ
d = −e
−
Ψξdf (Eξ, σξ)−Ψξ,mind (Eξ, σξ)
kT nξd
+ e
−
Ψξdf (Eξ, σξ)−Ψξ,minf (Eξ, σξ)
kT (1− nξu − nξd)
(6.23)
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Die Polarisation des Polykristalls ergibt sich mit Gl. (6.3)1 aus den Polarisationen der
einzelnen Kristallite zu
Pi(t) =
∫ 2pi
0
g(ξ, t)Pξ(t)e
ξ
1idξ. (6.24)
Die rechten Seiten von (6.23) sind bekannte Funktionen der Gro¨ßen
Fij,
·
F ij, n
ξ
u,d,f ,
·
n
ξ
u,d,f , tij,
·
tij, Ei,
·
Ei, T, (6.25)
wenn die potentiellen Energien wie in (6.1)1,2,3 und die Verteilungsfunktion G(ξ0) der
Referenzkonfiguration gegeben sind. Man beachte, daß die dritte Ratengleichung fu¨r
nξf wegen n
ξ
f (t) = (1− nξu(t)− nξd(t)) redundant ist. Um das System (6.23) numerisch
zu lo¨sen, muß man die Orientierungen ξ diskretisieren. Falls wir die Diskretisierung in
ν Orientierungen durchfu¨hren, erhalten wir vier Differentialgleichungen fu¨r die Kom-
ponenten des Deformationsgradienten plus 2ν Gleichungen fu¨r
·
n
ξ
u und
·
n
ξ
d. Wir ko¨nnen
damit die sechs Integro-Differentialgleichungen in 4 + 2ν gewo¨hnliche Differentialglei-
chungen erster Ordnung u¨berfu¨hren. Man beachte, daß die rechten Seiten wegen
·
ξ und
L˙ξ (siehe Gl. (6.13), Gl. (6.18) und Gl. (6.22)) die zeitlichen Ableitungen der Kompo-
nenten des Deformationsgradienten Fij und der Fraktionen nu und nd enthalten und wir
somit zuna¨chst ein implizites System vorliegen haben. Da aber diese Abha¨ngigkeiten
linear in
·
F ij, n˙u und n˙d sind, kann man das System in eine explizite Form u¨berfu¨hren,
allerdings ist das resultierende System a¨ußerst komplex. Wir werden dies umgehen und
das System numerisch dadurch lo¨sen, daß wir alle Werte von zeitlichen Ableitungen in
den rechten Seiten aus dem vorherigen Rechenschritt verwenden (→ Anhang A).
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6.4 Hysteresen unter zweiachsiger Belastung
Wir wollen das Modell auf den Fall einer ferroelektrischen Probe anwenden, die in
ihrer Referenzkonfiguration aus einem einzigen Kristallit mit einer Orientierung von
60◦ besteht (ξ0 =
pi
3
) und eine vertikale Ho¨he Ly bei einer Grundfa¨che L
2
x aufweist,
siehe Abb. 6.4. Sie wird in 1-Richtung mit einer mechanischen Last Kx(t) und in
2-Richtung mit einem elektrischen Feld Ey(t) und einer Kraft Ky(t) belastet.
Abbildung 6.4: Ferroelektrische Probe mit einer einzigen Orientierung unter
zweiachsiger Belastung.
Die Verteilungsfunktion der Referenzkonfiguration ist durch
G(ξ0) = δ(
pi
3
− ξ0) (6.26)
gegeben. Der a¨ußere Spannungstensor lautet
tij =

Kx(t)
LxLyF22
0
0
Ky(t)
L2xF11

ij
(6.27)
und die wirksame Spannung aus Gl. (6.21) wird damit zu
σξ =
Kx(t)
LxLyF22
cos2 ξ +
Ky(t)
L2xF11
sin2 ξ. (6.28)
Der Erwartungswert fu¨r die Polarisation in 2-Richtung lautet mit Gl. (6.24) und Gl.
(6.3)1
P2 = (p
ξ,min
u n
ξ
u + p
ξ,min
d n
ξ
d + p
ξ,min
f n
ξ
f ) sin ξ. (6.29)
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Das zu lo¨sende Gleichungssystem (6.23) vereinfacht sich zu
·
F 11 =
(
1
h
·
Lξ cos
2 ξ
)
F11 +
(
1
h
·
Lξ cos ξ sin ξ − ξ˙
)
F21
·
F 12 =
(
1
h
·
Lξ cos
2 ξ
)
F12 +
(
1
h
·
Lξ cos ξ sin ξ − ξ˙
)
F22
·
F 21 =
(
1
h
·
Lξ cos ξ sin ξ + ξ˙
)
F11 +
(
1
h
·
Lξ sin
2 ξ
)
F21
·
F 22 =
(
1
h
·
Lξ cos ξ sin ξ + ξ˙
)
F12 +
(
1
h
·
Lξ sin
2 ξ
)
F22
·
n
ξ
u = −e
−
Ψξuf (Eξ, σξ)−Ψξ,minu (Eξ, σξ)
kT nξu
+ e
−
Ψξuf (Eξ, σξ)−Ψξ,minf (Eξ, σξ)
kT (1− nξu − nξd)
·
n
ξ
d = −e
−
Ψξdf (Eξ, σξ)−Ψξ,mind (Eξ, σξ)
kT nξd
+ e
−
Ψξdf (Eξ, σξ)−Ψξ,minf (Eξ, σξ)
kT (1− nξu − nξd) (6.30)
Fu¨r die numerische Behandlung fu¨hren wir dimensionslose Gro¨ßen ein
α˜ =
l2s
Ψ0
α, β˜ =
lsps
Ψ0
β, γ˜ =
p2s
Ψ0
γ, α˜f =
l2s
Ψ0
αf , γ˜f =
p2s
Ψ0
γf ,
Ψ˜ξ =
Ψξ
Ψ0
, l˜ =
l
ls
, h˜ =
h
ls
, p˜ =
p
ps
, t˜ =
√
Ψ0
m l2s
t,
σ˜ξ =
lsA
Ψ0
σξ, t˜11 =
Kx(t)
LxLy
lsA
Ψ0
, t˜22 =
Ky(t)
L2x
lsA
Ψ0
, E˜ξ =
ps
Ψ0
Eξ, Θ =
k
Ψ0
T.
(6.31)
und behalten die Modellparameter aus (5.2) (erga¨nzt mit h˜ = 0.7) bei und berechnen
im folgenden Hysteresen unter zweiachsiger Belastung.
Dazu legen wir ein konstantes schwaches elektrisches Feld E˜0 > 0 an, um die up-
Konfiguration gegenu¨ber dem down-Zustand zu bevorzugen, ohne einen Umpolungs-
prozeß einleiten zu ko¨nnen. Die Probe wird mit einer vertikalen mechanischen Last
t˜22(t) belastet und wir interessieren uns fu¨r den Fall einer gleichzeitigen konstanten
lateralen Druck- (t˜11 < 0) bzw. Zuglast (t˜11 > 0). Diese Belastung entspricht bis auf
die laterale Komponente im Wesentlichen dem in Abschnitt 5.5 besprochenen Fall.
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Abbildung 6.5: Deformationsgradient aufgrund mechanischer Belastungt τ˜ 22(t) unter
einer konstanten lateralen Kompression (τ˜ 11 < 0) bzw. Zuglast (τ˜ 11 > 0) und aufgrund
eines schwachen positiven elektrischen Feldes. Die numerische Rechnung ergibt, daß
F12 und F21 gleich sind.
Die Abb. 6.5 zeigt die Belastung t˜22(t), die resultierende wirksame Last σ˜ξ und die
Komponenten des Deformationsgradienten. Wir erkennen, daß fu¨r t˜11 < 0 die wirksame
Last σ˜ξ stets kleiner ist als im Fall t˜11 > 0. Somit bevorzugt t˜11 < 0 den flat-Zustand
und wa¨hrend der Umwandlung in up-Zellen durch eine Zuglast τ˜ 22(t) > 0 erfolgt eine
gro¨ßere La¨ngena¨nderung als im Fall t˜11 > 0. Daraus folgen ho¨here Werte fu¨r die Kom-
ponenten des Deformationsgradienten. Zwar sind die einzelnen Zellen im Fall t˜11 < 0
ku¨rzer und man ko¨nnte vermuten, daß der Deformationsgradient dann kleiner ist, dies
wird allerdings von der Vergro¨ßerung der Probenla¨nge durch den Umpolungsvorgang
deutlich u¨berlagert. In Abb. 6.6 sind die Deformation F22 − 1 (links) und die vertika-
le Polarisation P˜2 (rechts) dargestellt, wobei an der Ordinatenachse −t˜22 aufgetragen
ist. Wir starten gema¨ß Abb. 6.5 mit einer Zugbelastung und wandeln vorhandene
flat-Zellen in up-Zellen um. Die Probe erfa¨hrt dabei eine gro¨ßere Deformation im Fal-
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le der simultanen lateralen Druckbelastung gegenu¨ber einer entsprechenden lateralen
Zuglast. Der Umpolungsprozeß ist bei großer Zuglast τ˜ 22 abgeschlossen und wir be-
obachten piezoelektrisches Verhalten. Nachdem die Last τ˜ 22 auf Null zuru¨ckgefahren
ist, stellt sich eine remanente Deformation und eine remanente Polarisation ein. Der
Einfluß der lateralen Belastung auf den Wert der bleibenden Polarisation ist gering,
wohingegen er sich bei der Deformation deutlich zeigt. Die Probe erfa¨hrt anschließend
eine steigende vertikale Drucklast bei der die up- Zellen in den flat-Zustand u¨berfu¨hrt
werden, welches von einer starken Verku¨rzung begleitet wird. Sie ist sta¨rker fu¨r t˜11 < 0,
da mehr Zellen umwandeln als fu¨r t˜11 > 0. Nachdem der Vorgang der lastinduzierten
Transformation abgeschlossen ist, tritt das piezoelektrische Verhalten in den Vorder-
grund. Dabei sind die elastischen Zweige im Last-Deformations-Diagramm nicht linear
(auch wenn dies im Zugbereich mit bloßem Auge kaum zu sehen ist). Dies ist eine
Folge des Auftretens der Komponenten F11 und F22 in dem Ausdruck fu¨r die wirksame
Spannung in Gl. (6.28). In beiden Hysteresen ist deutlich die Verringerung (t˜11 < 0)
bzw. Vergro¨ßerung (t˜11 > 0) der notwendigen Drucklast fu¨r den U¨bergang up → flat
zu sehen. Entsprechend gilt fu¨r die Transformation flat→ up eine Anhebung (t˜11 < 0)
bzw. eine Absenkung (t˜11 > 0) der korrespondierenden Fließlast.
Abbildung 6.6: Hysteresen unter einer Last t˜22(t) und einer konstanten lateralen
Belastung t˜11 < 0 bzw. t˜11 > 0 (du¨nne Kurven entsprechen t˜11 = 0).
Das Modell liefert im Wesentlichen zwei neue Aspekte zu den im Kapitel 5 bespro-
chenen Effekten. Es sind die Nichtlinearita¨t in den piezoelektrischen Bereichen und der
Einfluß der lateralen Belastung auf die Fließgrenzen. Es wird daher darauf verzichtet,
alle Effekte hier noch einmal zu demonstrieren, zumal es einleuchtend ist, daß aufgrund
der Modellierung eines Kristallits mit dem eindimensionalen Modell, die Eigenschaften
des Modells der zweidimensionalen Beschreibung vererbt werden.
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6.5 Anmerkungen zum zweidimensionalen Modell
In den Rechnungen hat sich herausgestellt, daß ohne eine kinematische Bedingung die
Kombination
F21 cos ξ0 + F22 sin ξ0
F11 cos ξ0 + F12 sin ξ0
konstant bleibt und sich damit nach Gl. (6.12) die
Orientierung ξ ebenfalls nicht gea¨ndert hat. Da auch die Orientierung des Kristallits die
auf ihn wirkende mechanische Spannung und das wirksame elektrische Feld beeinflusst,
ist dieser Effekt nicht in die berechneten Hysteresen in Abb. 6.6 eingeflossen. Man
erkennt ebenfalls in Abb. 6.5, daß alle Komponenten des Deformationsgradienten stets
gleichzeitig zu- und abnehmen. Dies ist eine Folge der Struktur der rechten Seiten von
(6.23)1,2,3,4 bei der jeder Term stets das gleiche Vorzeichen hat und konsequenterweise
gilt im Allgemeinen detF 6= 1.
Wir geben eine kinematische Bedingung vor, z.B. daß die Stirnfla¨chen ihre Orien-
tierung nicht a¨ndern. Mit anderen Worten: Jeder vertikal gerichtete Normalenvektor
ni =
(
0
n2
)
bleibt nach einer Deformation vertikal und damit ist F12 = 0. Es ergibt
sich fu¨r den im vorangegangenen Abschnitt besprochenen Fall aus Gl. (6.23)2
·
ξ =
1
h
·
Lξ cos ξ sin ξ. (6.32)
Mit den Beziehungen (6.18) und (6.22) liefert dies eine Bedingung fu¨r
·
t12
·
t12 = − 1∂Lξ
∂σξ
sin 2ξ
(
2h
·
ξ
sin 2ξ
+
∂Lξ
∂Eξ
·
Eξ + l
ξ
u
·
n
ξ
u + l
ξ
d
·
n
ξ
d + l
ξ
f
·
n
ξ
f
+
∂Lξ
∂σξ
·
t11 cos
2 ξ +
·
t22 sin
2 ξ + ((t22 − t11) sin 2ξ + 2t12 cos 2ξ)
·
ξ),
(6.33)
d.h. man muß nun zusa¨tzlich eine Schubspannug aufbringen um die kinematische Be-
dingung F12 = 0 zu gewa¨hrleisten. In den Rechnungen ist ξ dann nicht mehr konstant,
allerdings wird durch die nach Gl. (6.33) berechnete Schubspannung t12 die Orien-
tierung zu Null reduziert und die Probe extrem komprimiert. Dies ist ebenfalls eine
Konsequenz der Struktur der Ratengleichungen fu¨r den Deformationsgradienten und
ursa¨chlich dafu¨r ist die reine Eindimensionalita¨t der Modellierung eines Kristallits. Dies
ist ein Aspekt der in der zweidimensionalen Beschreibung noch weitere Beachtung er-
fordert. Wir begnu¨gen uns in dieser Arbeit damit, die zwei grundsa¨tzlichen Effekte
der Nichtlinearita¨t und der Verschiebung von Fließgrenzen bei zweiachsiger Belastung
demonstriert zu haben.
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Kapitel 7
Energiebilanz
Wir haben bei den Berechnungen der Hysteresen stets isotherme Fa¨lle behandelt, so
daß eine Gleichung fu¨r die Temperatur T nicht notwendig gewesen ist. Im Modell fu¨r
die zweiachsige Belastung (Kapitel 6) wurde die Notwendigkeit dadurch eliminiert, daß
wir wie im eindimensionalen Modell (Abschnitt 4.2) angenommen haben, daß die Er-
wartungswerte der La¨ngen der einzelnen up-, down- und flat-Zellen durch die Minima
der entsprechenden Potentialto¨pfe gegeben sind. Damit ha¨ngt der Erwartungswert fu¨r
die La¨nge Lξ einer Zelle in einem Kristallit mit der Orientierung ξ nur vom elektri-
schen Feld Eξ, der mechanischen Spannung σξ und den Fraktionen der Zellen ab. Bei
der zeitlichen Ableitung von Lξ in Gl. (6.18) taucht daher die zeitliche Ableitung
·
T
nicht auf, fu¨r die wir sonst eine Gleichung angeben mu¨ssten. Der Vollsta¨ndigkeit halber
wird nun die Gleichung zur Berechnung der Temperatur angegeben.
7.1 Eindimensionales Modell
Der erste Hauptsatz lautet unter Vernachla¨ssigung der kinetischen Energie
dU
dt
= Q˙+NFL˙+NEP˙ , (7.1)
dabei ist U die innere Energie und Q˙ stellt die Wa¨rmeleistung dar. Die beiden Ter-
me NFL˙ und NEP˙ geben die Beitra¨ge der KraftF und des elektrischen Feldes E
wieder. P und L sind gema¨ß (4.13)1,2 die Erwartungswerte der Polarisation und der
La¨nge einer Zelle, wobei N Zellen vorliegen. Wir verwenden das Newtonsche Gesetz
Q˙ = −W (T − Te) zur Beschreibung der Wa¨rmeleistung mit der Wa¨rmeu¨bergangszahl
W und der Außentemperatur Te.
Die innere Energie besteht aus der mit den entsprechenden Fraktionen gewichte-
ten Summe der Erwartungswerte der potentiellen Energien
〈
Φupot
〉
,
〈
Φdpot
〉
und
〈
Φfpot
〉
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der drei Zelltypen up, down und flat und einem thermischen Anteil CT mit der
Wa¨rmekapazita¨t C:
U = N
(
nu
〈
Φupot
〉
+ nu
〈
Φdpot
〉
+ nu
〈
Φfpot
〉)
+ CT. (7.2)
Die potentiellen Energien sind gema¨ß (4.5), (4.6) und (4.7) durch
Φupot(p, l) = α(l − ls)2 − β(l − ls)(p− ps) + γ(p− ps)2
Φdpot(p, l) = α(l − ls)2 + β(l − ls)(p+ ps) + γ(p+ ps)2
Φfpot(p, l) = αf (l − lf )2 + γf (p− ps)2
(7.3)
gegeben. Aus den Bedingungen
∂Φδpot
∂l
= F und
∂Φδpot
∂p
= E erhalten wir die Gleich-
gewichtswerte der La¨ngen lminδ (E,F ) und der Polarisationen p
min
δ (E,F ) der einzelnen
Zelltypen (δ = {u, d, f}) (analog zu (4.3)). Die Gleichgewichtswerte der potentiellen
Energien der Zellen ergeben sich damit zu Φδ,minpot = Φ
δ
pot(p
min
δ , l
min
δ ) und wir ko¨nnen die
Erwartungswerte
〈
Φδpot
〉
angeben als
〈
Φδpot
〉
=
∫
Wδ
Φδpot(p, l)e
−
Φδpot(p, l)− Φδ,minpot
kT dpdl
∫
Wδ
e
−
Φδpot(p, l)− Φδ,minpot
kT dpdl
. (7.4)
Die Zellen fluktuieren um ihre Gleichgewichtswerte und wir nehmen in guter Na¨herung
an, daß das Maximum der Integranden scharf ist. Damit ko¨nnen wir
〈
Φδpot
〉
durch Φδ,minpot
ersetzen und die innere Energie lautet
U = N
(
nuΦ
u,min
pot + nuΦ
d,min
pot + nuΦ
f,min
pot
)
+ CT, (7.5)
man beachte dabei, daß die Gleichgewichtswerte der potentiellen Energien Φδ,minpot Funk-
tionen von E und F sind. Durch das Einsetzen von (7.5) und (4.13) in (7.1) erhalten
wir Ausdru¨cke der Form
nδ
∂Φδ,minpot
∂F
NF˙ + nδ
∂Φδ,minpot
∂E
NE˙ (7.6)
auf der linken Seite von (7.1) und Ausdru¨cke der Form
nδNF l˙
min
δ + nδNEp˙
min
δ (7.7)
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auf der rechten Seite von (7.1). Die Ableitungen
∂Φδ,minpot
∂F
und
∂Φδ,minpot
∂E
in (7.6) liefern
die Gleichgewichtswerte der La¨nge und der Polarisation einer Zelle des Typs δ. Damit
gibt (7.6) die Leistung der a¨ußeren Lasten fu¨r die Zellen des Typs δ wieder. (7.7)
liefert ebenfalls die Leistung der a¨ußeren Lasten, so daß sich (7.6) und (7.7) gegenseitig
aufheben. Wir erhalten die Gleichung fu¨r die Temperatur zu
c
·
T = −w(T − Te)−
[
(Ψminu −Ψminf )
·
nu + (Ψ
min
d −Ψminf )
·
nd
]
, (7.8)
wobei wir sie mit
1
N
multipliziert und c :=
C
N
und w :=
W
N
eingefu¨hrt haben. Die
eckige Klammer in (7.11) gibt den Beitrag der latenten Wa¨rmen wieder, die beim Um-
polungsprozeß freiwerden. (7.8) vervollsta¨ndigt den Satz von Differentialgleichungen
(4.11) aus Abschnitt 4.3 und falls wir Te, c, w und Anfangswerte fu¨r nu,nd, T vorgeben,
ko¨nnen wir das neue Gleichungssystem aus (4.11) und (7.8) lo¨sen.
Wir demonstrieren den Einfluß der Leistung der latenten Wa¨rmen, indem wir ei-
ne Polarisationshysterese und eine Schmetterlingshysterese mit den Modellparame-
tern gema¨ß Tabelle 5.2 einmal isotherm berechnen und dann Gl. (7.8) in Betracht
ziehen. Wir machen dazu die Temperaturgleichung gema¨ß Tabelle 5.1, c˜ =
c
k
und
w˜ =
√
Ψ0
mk2l2s
w dimensionslos. Die Abb. 7.1 zeigt von links oben nach rechts unten die
a¨ußere Belastung, die Fraktionen der Zelltypen, die Leistung der latenten Wa¨rmen, den
Temperaturverlauf, die Polarisationshysterese und die Schmetterlingshysterese. Man
erkennt an den Peaks, daß die latenten Wa¨rmen bei den Umpolungsvorga¨ngen frei
werden und wir entsprechend auch eine Temperaturerho¨hung feststellen. Bei der Be-
rechnung der Hysteresen wurden die Koeffizient c˜ und w˜ so gewa¨hlt, daß der Einfluß
der Wa¨rmeleitung sehr schwach ist und der Einkristall beim Umpolungsvorgang warm
genug werden kann, um eine deutliche Abweichung vom isothermen Fall zu beobach-
ten. Wir erkennen im Temperaturverlauf (Abb. 7.1 Mitte rechts), daß die maximale
Temperatur um 20% gro¨ßer als die vorgegebene Außentemperatur Θe ist. Es konnten
zwar keine Messungen von Temperatura¨nderungen wa¨hrend des Umpolungsvorgangs
in der Literatur gefunden werden, wir nehmen jedoch an, daß eine 20%ige Temperatur-
erho¨hung zu hoch ist. Bei kleineren A¨nderungen um ca. 5%, sind die Unterschiede zum
isothermen Fall vernachla¨ssigbar klein. Wir mo¨chten hier den grundsa¨tzlichen Einfluß-
herausstellen und betrachten den Fall der großen Temperatura¨nderung. Wie in Ab-
schnitt 5.2 besprochen wurde, fu¨hrt eine ho¨here Temperatur zu schmaleren Hysteresen
und wir erkennen den Effekt in der Polarisations- und in der Schmetterlingshysterese
in Abb. 7.1 wieder.
7.1 Eindimensionales Modell 53
Abbildung 7.1: Hysteresen unter Beru¨cksichtung der Leistung der latenten Wa¨rmen
und der a¨ußeren Lasten (gestrichelte Hysteresen entsprechen dem isothermen Fall).
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Im Abschnitt 5.5 haben wir isotherme Hysteresen aufgrund einer zyklischen mecha-
nischen Belastung und eines schwachen und konstanten positiven elektrischen Feldes
berechnet und erweitern dies nun mit der Temperaturgleichung. Man erkennt in Abb.
7.2 ebenfalls die schmaleren Hysteresen aufgrund der Temperaturerho¨hung wa¨hrend
des Umpolungsprozesses. Die etwas gro¨ßere Polarisation im Zugbereich resultiert aus
der ho¨heren Anzahl von up-Zellen die beim Umpolungsprozeß bei ho¨herer Temperatur
aus dem flat Zustand entstehen.
Abbildung 7.2: Hysteresen aufgrund einer alternierenden mechanischen Belastung
(gestrichelte Hysteresen zeigen den isothermen Fall).
7.2 Zweidimensionales Modell
Wir geben die Gleichung zur Bestimmung der Temperatur fu¨r den im Abschnitt 6.4
berechneten zweiachsigen Belastungsfall an. Dort wurde ein Ko¨rper, der aus einem
einzigen Kristallit besteht, mit einer Kraft Kx in 1-Richtung und einer Kraft Ky in
2-Richtung belastet. Zusa¨tzlich wurde ein elektrisches Feld Ey in 2-Richtung angelegt.
Die Energiebilanz hat nun die Form
dU
dt
= −W (T − Te) +KxL˙x +KyL˙y + EyP˙y, (7.9)
dabei sind L˙x und L˙y die Geschwindigkeiten in 1- bzw. 2-Richtung. Sie sind mit der
Geschwindigkeit des Kristallits u¨ber L˙x = NL˙ξ cos ξ und L˙y = NL˙ξ sin ξ verknu¨pft.
Entsprechend gilt mit der Kraft Fξ in Kristallitrichtung fu¨r die Kra¨fte Kx = Fξ cos ξ
und Ky = Fξ sin ξ. Damit entspricht die Summe KxL˙x +KyL˙y in (7.9) dem Ausdruck
NFξL˙ξ. Analog erha¨lt man fu¨r EyP˙y in (7.9) den Ausdruck NEξP˙ξ, wobei Lξ und Pξ
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durch (6.3)1,2 gegeben sind. Die innere Energie lautet gema¨ß (7.5)
U = N
(
nuΦ
u,min,ξ
pot + nuΦ
d,min,ξ
pot + nuΦ
f,min,ξ
pot
)
+ CT. (7.10)
Damit ergibt sich die Gleichung fu¨r die Temperatur zu
c
·
T = −w(T − Te)−
[
(Ψmin,ξu −Ψmin,ξf )
·
n
ξ
u + (Ψ
min,ξ
d −Ψmin,ξf )
·
n
ξ
d
]
. (7.11)
Sie hat bis auf den Index ξ in der eckigen Klammer die gleiche Form wie (7.8), da
wir den Kristallit der Orientierung ξ mit dem eindimensionalen Modell behandeln.
Der Einfluß der latenten Wa¨rmen ist qualitativ gleich den in Abb. 7.1 und Abb. 7.2
dargestellten Fa¨llen.
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Kapitel 8
Experimente
Wir stellen hier Messungen zusammen, um einen qualitativen Vergleich mit den be-
rechneten Hysteresen zu ermo¨glichen. Bis auf Abb. 8.2, die aus [41] stammt, sind die
Bilder der Dissertation von Dayu Zhou [45] entnommen.
Abbildung 8.1: Messungen der Polarisationshysterese (links) und der
Schmetterlingshysterese (rechts).
Die Abbildung 8.1 zeigt die gemessene Polarisations- und die Schmetterlingshysterese
einer PZT-Keramik (Blei-Zirkonat-Titanat) ohne mechanische Belastung und wir er-
kennen, daß die berechneten Hysteresen z.B. in Abb. 5.1 das Verhalten qualitativ gut
wiedergeben.
Unsere Rechnungen im Abschnitt 5.2 haben schmalere Hysteresen bei ho¨heren Tem-
peraturen ergeben (Abb. 5.2). Die Abbildung 8.2 zeigt die Polarisationshysterese eines
Triglyzinsulfat-Kristalls bei verschiedenen Temperaturen. Sie wird mit zunehmender
Temperatur schmaler und ab 49◦C ist die zugeho¨rige Curie-Temperatur u¨berschritten,
bei der die spontante Polarisation verschwindet. Wir beobachten ferner, daß gleichzei-
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tig der Betrag der Polarisation abnimmt. Dies ist in unserem Modell nicht sichtbar, da
wir keine Temperaturabha¨ngigkeit fu¨r die spontane Polarisation der Elementarzellen
angenommen haben.
Abbildung 8.2: Temperaturabha¨ngigkeit der Polarisationshysterese eines
Triglyzinsulfat-Kristalls.
Abbildung 8.3: Relaxation von Polarisation und La¨nge bzw. Dehnung.
D. Zhou hat in einem Experiment das elektrische Feld an bestimmten Positionen
konstant gehalten und die daraus resultierenden Hysteresen sind in Abbildung 8.3
wiedergegeben. Die senkrechten Linien sind keine plo¨tzlichen Spru¨nge, sondern zeigen
die Relaxation der Polarisation und der La¨nge nachdem das elektrische Feld konstant
gehalten wurde. Unser Modell liefert in Abb. 5.8 ein qualitativ a¨hnliches Verhalten.
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Abbildung 8.4: Hysteresen unter mechanischer Drucklast und konstantem
elektrischen Feld.
Ein weiterer denkbarer Belastungsfall ist in Abb. 8.4 dargestellt. Die PZT-Probe
wird mit einer Drucklast beaufschlagt und wir sehen den lastinduzierten Umpolungs-
vorgang im Last-Dehnungs-Diagramm (links) und im Last-Polarisations-Diagramm
(rechts) wieder. Die Probe wird gleichzeitig mit einem unterschiedlich starken elek-
trischen Feld belastet und wir sehen eine Erho¨hung der Fließlasten fu¨r den Umpo-
lungsvorgang bei ho¨heren Feldern. Die Polarisation verschiebt sich bei einem gro¨ßeren
negativen elektrischen Feld erwartungsgema¨ß ebenfalls in den negativeren Bereich. Die
korrespondierenden berechneten Hysteresen finden sich in Abb. 5.7.
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Kapitel 9
Zusammenfassung und Ausblick
Wir haben in dieser Arbeit ein Modell zur qualitativen Beschreibung des komplexen
Verhaltens von Ferroelektrika vorgestellt. Unser Modell erfasst dabei den piezoelektri-
schen Effekt und den hysteresebehafteten Umpolungsprozeß in solch einem Material.
Das Modell ist in der Lage eine simultane und zeitabha¨ngige Belastung durch ein elek-
trisches Feld, eine mechanische Last und die Temperatur zu beru¨cksichtigen und er-
mittelt die Polarisation und die La¨nge der Probe als Funktion der Zeit. Wir betrachten
dazu die physikalischen Eigenschaften der Elementarzellen eines Bariumtitanat-Fer-
roelektrikums (BaTiO3) und erachten diese als Basis fu¨r unsere Beschreibung. Die
Eigenschaften werden durch eine potentielle Energie repra¨sentiert und der Umpolungs-
vorgang wird u¨ber thermische Aktivierung modelliert.
Zuna¨chst betrachten wir isotherme Hysteresen fu¨r den eindimensionalen Fall. Wir
geben ein zyklisches elektrisches Feld vor und beobachten Polarisations- und Schmet-
terlingshysteresen, die sich aus der Auftragung der Polarisation u¨ber dem elektrischen
Feld bzw. der La¨nge u¨ber dem elektrischen Feld ergeben, nachdem die Zeit eliminiert
wurde. Die Hysteresen werden durch verschiedene Temperaturen vera¨ndert und die Ra-
tenabha¨ngigkeit kann gezeigt werden. Das Modell demonstriert ferner den Einfluß einer
simultan aufgebrachten mechanischen Zug- und Druckbelastung, der sich insbesonde-
re in unterschiedlichen La¨ngena¨nderungen wa¨hrend des Umpolungsprozesses zeigt. Es
sind Relaxationseigenschaften zu beobachten und Asymmetrien treten bei gleichzeiti-
ger Belastung durch ein zyklisches elektrisches Feld und eine zyklische mechanische
Kraft auf. Wir ko¨nnen auch eine reine alternierende mechanische Belastung aufbringen
und erhalten Last-Dehnungs- und Last-Polarisations-Diagramme. Wir ko¨nnen Fließla-
sten fu¨r die Umpolung darstellen und den Einfluß eines elektrischen Feldes auf diese
demonstrieren.
Das eindimensionale Modell wird anschließend auf eine zweidimensionale Betrach-
tung erweitert, um den Einfluß einer zweiachsigen Belastung zu beschreiben. Wir be-
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rechnen den Deformationsgradienten und die Polarisation unter einer konstanten late-
ralen Zug- und Drucklast und beobachten die Verschiebung der Fließlasten und Nicht-
linearita¨t in den elastischen Bereichen der Hysteresen.
Nachdem wir isotherme Hysteresen berechnet haben, geben wir die Differentialglei-
chung fu¨r die Temperatur aus der Bilanz der inneren Energie fu¨r den eindimensionalen
und den zweidimensionalen Fall an, dabei haben wir den Beitrag des elektrischen Feldes
und der Polarisation zu beru¨cksichtigen. U¨ber die Temperaturgleichung kommen die
latenten Wa¨rmen beim Umpolungsprozeß zum Vorschein und beeinflussen die Hyste-
resen. Wir vermuten, daß der Effekt nicht sehr groß ist und betrachten die Annahme
der Isothermie als akzeptabel, zumal die Beru¨cksichtigung der Temperatura¨nderung
durch die Leistung der a¨ußeren Lasten und der latenten Wa¨rmen keine qualitativ neu-
en Aspekte zum Materialverhalten beitragen.
Das in dieser Arbeit vorgestellte Modell ist rein qualitativ, womit eine weiterfu¨h-
rende Arbeit konsequenterweise quantitative Ergebnisse ins Blickfeld nehmen muss,
insbesondere ist die Temperatur fu¨r die thermische Aktivierung unrealistisch hoch. Wir
haben die Doma¨nenstruktur bzw. den energetischen Beitrag der Doma¨nenwa¨nde nicht
beru¨cksichtigt. Eine Mo¨glichkeit wa¨re die Behandlung dieses Aspekts wie sie fu¨r Form-
geda¨chtnislegierungen in [36] angewendet wurde. Dort wurde der energetische Beitrag
der Grenzfla¨chen zwischen verschiedenen Phasen auf makroskopischer Ebene eingefu¨hrt
und anschließend in die U¨bergangswahrscheinlichkeiten der mikroskopischen Betrach-
tung u¨bertragen. Ein weiterer Effekt der im vorliegenden Modell nicht beru¨ckichtigt
wurde, ist die Temperaturabha¨ngigkeit der spontanen Polarisation und der spontanen
La¨ngena¨nderung. Diese Effekte sind allerdings von sekunda¨rem Charakter und ihre
Einfu¨hrung liefert keine neuen qualitativen Eigenschaften, oder anders ausgedru¨ckt,
ihre Abwesenheit hat die Fa¨higkeiten des Modells keinesfalls beeintra¨chtigt. Sie liefern
im Wesentlichen Verfeinerungen und werden fu¨r die weitere quantitative Betrachtung
von Wert sein.
Die Erweiterung des eindimensionalen Modells auf eine zweiachsige Belastung be-
darf weiterer Untersuchung, da wir in Kapitel 6 festgestellt haben, daß die Struktur des
Gleichungssystems keine Volumenerhaltung liefert und eine kinematische Bedingung
praktisch zur Kollabierung der Probe fu¨hrt. Unabha¨ngig davon liefert die zweiachsige
Formulierung des Modells die wichtigen Effekte der Nichtlinearita¨t in den elastischen
Bereichen und den Einfluß auf die Fließlasten.
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Anhang A
Numerische Berechnung der
Hysteresen
Die Vorgehensweise zur numerischen Berechnung der Hysteresen wird in diesem Ab-
schnitt beschrieben und wir behandeln zuna¨chst das isotherme eindimensionale Modell
aus Kapitel 4 und anschließend ero¨rtern wir die isotherme zweiachsige Belastung aus
Kapitel 6.
A.1 Eindimensionaler Fall
Das Programm zur Berechnug der Polarisation und der La¨nge aufgrund eines a¨ußeren
elektrischen Feldes, einer mechanischen Last und der Temperatur wurde in der Pro-
grammiersprache C geschrieben und entha¨lt als Hauptkern einen Lo¨ser fu¨r gewo¨hnliche
Differentialgleichungen erster Ordnung. In unserem Fall sind dies die Ratengleichungen
(4.12) fu¨r die Fraktionen von up- und down-Zellen.
Wir haben das frei verfu¨gbare Paket CVODE [10],[11] verwendet. Es basiert auf
einem linearen Mehrschrittverfahren. Sei das Differentialgleichungssystem aus m-Glei-
chungen fu¨r die Gro¨ße yi(t) (1 ≤ i ≤ m) mit den Anfangswerten yi0 durch
y′i(t) = fi(t, yj(t)) yi(t0) = yi0 (A.1)
gegeben, dann lautet die allgemeine Vorschrift fu¨r solch ein Verfahren
K1∑
k=0
αn,kyi,n−k + hn
K2∑
k=0
βn,kf(tn−k, yi,n−k) = 0. (A.2)
Dabei ist yi,n die approximierte Lo¨sung von yi(tn) zur Zeit tn. hn = tn − tn−1 stellt
die Zeitschrittweite dar und es ist αn,0 = −1. Die Konstanten αn,k und βn,k ha¨ngen
62 Numerische Berechnung der Hysteresen
von dem verwendeten Verfahren und seiner Ordnung q ab. In dem Lo¨ser sind zwei
Verfahren verankert: zum einen das Adams-Moulton-Verfahren, das sich aus K1 = 1
und K2 = q ergibt und zum anderen haben wir das BDF-Verfahren q-ter Ordnung
mit K1 = q und K2 = 0 zur Verfu¨gung. Wir haben das BDF-Verfahren 5.Ordnung
gewa¨hlt, da es fu¨r steife Differentialgleichungen geeignet ist, wobei die 5. Ordnung
im Lo¨ser standardma¨ßig eingestellt ist und die Konstanten αn,k und βn,k von ihm
bestimmt werden. Mit diesen Konstanten αn,k, βn,k, K1 = 5 und K2 = 0 ergibt sich
aus Gl. (A.2) ein Gleichungssystem zur Bestimmung von yi,n, das intern mit einem
Newton-Iterations-Verfahren gelo¨st wird, zusa¨tzlich ermittelt der Lo¨ser selbsta¨ndig eine
geeignete Zeitschrittweite.
Damit wir unser Differentialgleichungssystem (4.12) lo¨sen ko¨nnen, muss der Lo¨ser
die rechten Seiten zu jedem Zeitschritt ausrechnen ko¨nnen. Man bedenke, daß al-
le Gro¨ßen in den Rechnungen dimensionslos sind und wir aufgrund der einfacheren
Schreibweise im folgenden die Tilden u¨ber den Gro¨ßen aus Tabelle 5.1 weglassen. Wir
gehen bei der Berechnung wie folgt vor:
1. Die Modellparameter gema¨ß Tabelle 5.2 und die Anfangswerte n0u und n
0
d werden
aus einer Datei eingelesen. Zusa¨tzlich entha¨lt die Datei dimensionslose Gro¨ßen,
die fu¨r die Bestimmung der von außen vorgegebenen Lasten E und F als Funktio-
nen der Zeit notwendig sind. Dabei handelt es sich um die Amplituden, die Anzahl
der Zyklen, die Startzeit tStart = 0 und die Dauer der Belastung tEnde− tStart. Die
Werte liefern z.B. einen Belastungsfall wie er in Abb. 5.1 oben links dargestellt
ist.
2. Wir lassen eine Zeitschleife von t = tStart mit einem Inkrement ∆t bis t = tEnde
laufen. Zu jedem Zeitschritt berechnet der Lo¨ser nu und nd zum Zeitpunkt t+∆t,
dabei werden die nachfolgenden Schritte (a.-e.) durchgefu¨hrt.
(a) Mit den unter 1.) eingelesenen Werten kennt der Lo¨ser zu jedem Zeitpunkt
die a¨ußeren Lasten E und F . Damit lassen sich die Koordinaten (pminδ , l
min
δ )
der potentiellen Energien Ψδ (4.5),(4.6) und (4.7) mit δ = {u, d, f} mittels
explizit bekannter Ausdru¨cke berechnen. Die Minima Ψminδ ergeben sich aus
Ψδ(p
min
δ , l
min
δ , E, F ).
(b) Es fehlen noch die Ho¨hen der Energiebarrieren Ψuf und Ψud. Die Gleichun-
gen der Schnittkurven (erinnere dicke Linien in Abb. 4.4) zwischen den Po-
tentialto¨pfen sind in der Form l = l(p) analytisch bekannt. Ψuf bzw. Ψdf ist
das Minimum entlang der Schnittkurve der Potentialto¨pfe Ψu bzw. Ψd und
Ψf . Die Gleichungen fu¨r die Minima sind nicht explizit bekannt und mu¨ssen
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numerisch bestimmt werden. Wir ermittlen sie mit Hilfe eines Bisektions-
verfahrens und erhalten die Koordinaten (pminuf , l
min
uf ) und (p
min
df , l
min
df ). Damit
berechnen wir Ψuf = Ψf (p
min
uf , l
min
uf , E, F ) und Ψdf = Ψf (p
min
df , l
min
df , E, F ).
(c) Mit den Schritten a.) , b.) und 1.) sind zu jedem Zeitpunkt die rechten Sei-
ten bekannt und eine Na¨herungslo¨sung fu¨r nu und nd wird gema¨ß des BDF-
Verfahrens vom Lo¨ser iterativ ermittelt, wobei der Lo¨ser die Zeitschrittweite
als ∆t annimmt. Mit einer internen Fehlerkontrolle reduziert der Lo¨ser ge-
gebenenfalls die Zeitschrittweite und wiederholt die Schritte a.), b.) und
c.).
(d) Ist die Lo¨sung konvergiert, werden die Werte nu(t + ∆t) und nd(t + ∆t)
ausgegeben. Da die Werte (pminδ , l
min
δ ) mit δ = {u, d, f} zum Zeitpunkt
t+∆t wegen 1.) bekannt sind, ko¨nnen wir gema¨ß Gl. (4.13) die Polarisation
P (t+∆t) und die La¨nge L(t+∆t) bestimmen.
(e) Die Zeit t+∆t, das elektrische Feld, die mechanische Kraft, die La¨nge, die
Polarisation und die Fraktionen zur Zeit t + ∆t werden als Zeile in eine
Ergebnisdatei geschrieben.
A.2 Zweiachsige Belastung
Bei den Rechnungen zur isothermen zweiachsigen Belastung haben wir das Gleichungs-
system (6.30) zu lo¨sen. Das Programm aus dem vorherigen Abschnitt wurde modifi-
ziert und in die Programmiersprache Fortran 90 mit einem anderen Lo¨ser RADAU5
u¨bersetzt, da sich dadurch die Rechenzeit fu¨r das wesentlich komplexere System deut-
lich reduzieren ließ. RADAU5 kann u¨ber die Webseite von E.Hairer [20] bezogen wer-
den. Der Lo¨ser basiert auf einem impliziten Runge-Kutta-Verfahren 5.Ordnung und
ermittelt automatisch eine adaptive Zeitschrittweite mit einem Newton-Iterationsver-
fahren ([21],[22]). Die allgemeine Formel fu¨r ein implizites Runge-Kutta-Verfahren n-ter
Ordnung mit der Schreibweise aus Gl. (A.1) und der Zeitschrittweite h lautet
yi(t+ h) = yi(t) + h
n∑
j=1
cjkj (A.3)
mit kj = f(t+ bjh , y(t) + h
n∑
m=1
aj,mkm),
wobei die n(n + 2) Konstanten aj,m, bj und cj von der Ordnung n des Verfahrens
abha¨ngen und sich aus sog. Butcher-Tableaus [6],[22] ermittelt lassen. Die Gro¨ßen
aj,m, bj, cj und die Berechnungen fu¨r kj sind im Lo¨ser verankert.
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Wie in Abschnitt 6.3 beschrieben, haben wir in den rechten Seiten ebenfalls zeitliche
Ableitungen von Fij, nu und nd, so daß wir eigentlich ein System abweichend von Gl.
(A.1) in der Form
y′i(t) = fi(t, yj(t), y
′
j(t)) yi(t0) = yi0 i = 1..m
vorliegen haben. Das System wird wie folgt gelo¨st, wobei wieder alle Gro¨ßen dimensi-
onslos sind und wir der Einfachheit halber keine Tilden u¨ber die Gro¨ßen schreiben:
1. Die Modellparameter gema¨ß Tabelle 5.2 und die Anfangswerte n0u und n
0
d werden
aus einer Datei eingelesen. Wir setzen ferner die Anfagswerte Fij = δij und F˙ij = 0
und die Orientierung ξ0 =
pi
3
. Wie im eindimensionalen Fall entha¨lt die Datei die
Amplituden, die Anzahl der Zyklen, die Startzeit tStart = 0 und die Dauer der
Belastung tEnde − tStart zur Vorgabe eines Belastungsfalls t11(t), t22(t) und E(t),
wie er z.B. in Abb. 6.5 dargestellt ist.
2. Der Lo¨ser RADAU5 bestimmt die Na¨herungslo¨sungen fu¨r Fij(t), nu(t) und nd(t)
fu¨r tStart < t < tEnde. Er ermittelt aufgrund der integrierten adaptiven Schritt-
weitensteuerung eigensta¨ndig den na¨chsten Zeitschritt h und gibt die Lo¨sung zum
Zeitpunkt t+h aus. Zur Bestimmung der rechten Seiten werden folgende Schritte
durchgefu¨hrt:
(a) Mit den Werten aus 1.) kann der Lo¨ser die Orientierung ξ mittels Gl. (6.12)
bestimmen und damit die effektiven Belastungen Eξ und σξ berechnen. Aus
den potentiellen Energien Ψξu,d,f (6.1)1,2,3 lassen sich dann die Koordinaten
(pξ,minu,d,f , l
ξ,min
u,d,f ) der entsprechenden Minima ermitteln.
Die Minima Ψξ,minu,d,f ergeben sich aus Ψ
ξ
u,d,f (p
ξ,min
u,d,f , l
ξ,min
u,d,f , Eξ, σξ).
(b) Die Ho¨hen der Energiebarrieren Ψξuf und Ψ
ξ
ud werden wie im eindimensiona-
len Fall als Minima der potentiellen Energie entlang der Schnittkurven der
Potentialto¨pfe bestimmt.
(c) Mit a.) und b.) kennen wir n˙ξu, n˙
ξ
d und n˙
ξ
f = −n˙ξu − n˙ξd.
(d) Wir bestimmen ξ˙ mittels Gl. (6.13) und verwenden fu¨r F˙ij die abgespeich-
erten Werte der rechten Seiten aus dem letzten Zeitschritt. (Zu Beginn der
Rechnung sind dies gerade die Anfangswerte F˙ij = 0.)
(e) Da wir ξ und ξ˙ kennen, ermittlen wir
·
Eξ und σ˙ξ u¨ber die Gleichungen (6.20)
und (6.22).
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(f) Wir haben nun alle Werte (lξ,minu , l
ξ,min
d , l
ξ,min
f ,
·
Eξ, σ˙ξ, n˙
ξ
u, n˙
ξ
d), die fu¨r die Be-
stimmung der letzten noch unbekannten Gro¨ße L˙ξ notwendig sind, und er-
halten sie aus Gleichung (6.18), wobei die auftretenden Ableitungen explizit
bekannte Ausdru¨cke sind.
(g) Mit den Schritten a.) bis f.) sind die rechten Seiten des Gleichungssystems
(6.30) bekannt, und RADAU5 kann die Lo¨sung zur Zeit t+ h bestimmen.
(h) Wir berechnen mittels Gl. (6.29) und der Lo¨sung den Erwartungswert fu¨r
die Polarisation P2 und schreiben die interessierenden Werte
t, E2, t22, t11, Fij, P2, n
ξ
u, n
ξ
d, n
ξ
f
als Zeile in eine Datei.
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